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В работе приведен набор математических моделей, используемых при численном моделировании задач 
электрокинетики, а именно рассмотрены математические модели для вычисления электрокинетических про-
цессов при исследовании движения несжимаемой вязкой жидкости в круговом капилляре. Приведены соот-
ветствующие уравнения гидродинамики. Рассмотрено приближение Дебая–Хюккеля в электроосмотических 
процессах при решении уравнения Пуассона–Больцмана, а также приведены способы его решения в случа-
ях, когда приближение Дебая–Хюккеля неправомерно. Это позволяет значительно расширить диапазон ве-
личин дзета-потенциалов, при которых может быть решено уравнение Пуассона–Больцмана 
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ВВЕДЕНИЕ 

При моделировании электрокинетических за-
дач на вычислительных пакетах одним из цен-
тральных вопросов является расчет характеристик 
электроосмотического течения вязких несжимае-
мых жидкостей в пористых средах. Важной зада-
чей при этом является решение уравнения Пуас-
сона–Больцмана, позволяющее связывать величи-
ну электрического потенциала поля в жидкости, 
заполняющей пористую среду, и объемную плот-
ность электрического заряда в электрокинетиче-
ских процессах. При небольших величинах дзета-
потенциалов   (   20–25 мВ) эта проблема ре-
шается достаточно просто с помощью применения 
приближения Дебая–Хюккеля [1, п. 8.3.2], однако 
на практике ([1, 2, 3] и др.) электрокинетический по-
тенциал может достигать значений   100–200 мВ  
и более, что делает неправомерным приближение 
Дебая–Хюккеля и не позволяет проводить адек-
ватное численное моделирование электрокинети-
ческих процессов.  

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 

Для эффективного проведения численного мо-
делирования электрокинетических процессов  
в случае достаточно больших величин  -потен-
циалов последовательно рассматривается система 

уравнений Навье–Стокса, основы теории прибли-
жения Дебая–Хюккеля и его ограничения, а также 
предложенный ранее метод расчетов электрокине-
тических эффектов при больших значениях  -по-
тенциала. 

УРАВНЕНИЕ НАВЬЕ–СТОКСА ДЛЯ КАПИЛЛЯРА 
ДЛЯ ПОСТОЯННОЙ И ПЕРЕМЕННОЙ  

СОСТАВЛЯЮЩИХ 

Запишем уравнение Навье–Стокса примени-
тельно к цилиндрическому капилляру, заполнен-
ному несжимаемой вязкой жидкостью, в случае 
одномерного течения. Для несжимаемой жидкости 
в случае электроосмотического смешанного тече-
ния вдоль цилиндрического капилляра с осью, 
ориентированной вдоль оси Oz, имеющего посто-
янную скорость 0 0(0,0, )vv  и переменную ско-
рость (0,0, )zvv , а также постоянное и перемен-
ное давления 0 .p p p    Единственная отличная 
от нуля z-составляющая уравнения Навье–Стокса 
имеет вид ([4, с. 76], [5, т. 2, с. 395] и др.): 

 
2

0 2

1 /z z z
z z

v v vpv v F
t z z z

 


   
          

.     (1) 

Кроме того, должно выполняться уравнение 
непрерывности, которое в данном случае имеет 
вид [4, с. 76]: 
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0zv
z





.   (2) 

В (1) величина   — динамическая вязкость; 
величина /    — кинематическая вязкость; 

const   — плотность несжимаемой жидкости; 
zF  — пондеромоторная сила, равная в случае од-

нородных электрических параметров жидкости 
([1, с. 141], [6]) el el .z zF E  E  Учитывая, что  
в электрическом поле присутствуют две состав-
ляющие 0 ,z z zE E E    то правая часть в (1) имеет 

вид 0 .zz zEF E
  

   Кроме того, уравнение (1) яв-

ляется нелинейным, вследствие чего возникает так 
называемый режим накачки, описанный ранее  
в работах [7] и др. 

К уравнениям (1) и (2) необходимо добавить 
краевые условия. В работе [3] краевые условия  
на боковых границах капилляра и на его оси запи-
сываются следующем образом:  

 0 0zv r r  , 
0

0z

r

v
r 





.      (3) 

Из уравнения (1) видно, что при наличии по-
стоянного течения вдоль оси z  присутствует ре-
жим накачки, заключающийся во влиянии посто-
янной скорости течения 0v  на переменную ско-
рость течения и переменное давление [7]. 

ПРИБЛИЖЕНИЕ ДЕБАЯ–ХЮККЕЛЯ  
В ЭЛЕКТРООСМОТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССАХ 

В электрокинетических явлениях, имеющих 
место в жидкостях, приходится одновременно 
учитывать электростатическую и гидродинамиче-
скую природу явлений. Гидродинамические эф-
фекты вкратце описаны выше. Здесь будут затро-
нуты электростатические аспекты явления. 

Связь между потенциалом напряженности 
электростатического поля   и объемной плотно-
стью электрического заряда el  в системе СИ  
(в дальнейшем придерживаемся системы СИ) оп-
ределяется уравнением Пуассона [1, с. 141]: 

el

0

,



          (4) 

где   — электростатический потенциал; 0  — 
диэлектрическая постоянная;   — относительная 
диэлектрическая проницаемость; el  — объемная 
плотность заряда. 

Примем допущение о том, что электролит, где 
реализуются электрокинетические процессы, яв-

ляется бинарным  Z–Z-валентным. Тогда для объ-
емной плотности электрического заряда  
в электролите el  имеет место следующее выра-
жение [1, с. 147] 

   el 0
B

Z2Z sinh eec
k T

 
 

   
 

r r .  (5) 

Подстановка (5) в уравнение Пуассона (4) при-
водит к уравнению Пуассона–Больцмана 

   0

0 B

Z Z2 sinh .ec e
k T

 


 
   

 
r r   (6) 

Выше присутствуют обозначения: e  — эле-
ментарный электрический заряд 

-19 1.602 176 634 10e    Кл; 

Z — валентность ионов электролита; Вk  — посто-
янная Больцмана; T  — температура Кельвина. 

Уравнение Пуассона–Больцмана (6) в общем 
случае не имеет аналитического решения для 
электрического потенциала  , а имеет таковое 
только в эксклюзивных случаях (в работе [1, 
с. 147] представлено одно из таких решений — 
решение Гуи–Чепмена для случая электролита, 
занимающего полуплоскость 0z   c границей 

0z   ). Поэтому в общем случае решение уравне-
ния (3) получают с помощью приближения Дебая–
Хюккеля. Ниже приведем идеологию этого при-
ближения [1, с. 147].  

В уравнении (6) в правой части принимается 
допущение о том, что электрическая энергия мно-
го меньше тепловой энергии, а именно [1, c. 147] 

 Zeζ ≪ kBT.            (7) 

Здесь   — дзета-потенциал; Bk  — постоянная 
Больцмана; T  — температура Кельвина. 

В случае справедливости (7) имеет место при-
ближенное равенство 

   
B B

Z Zsinh ,e e
k T k T

 
 

 
 

r r  

и уравнениие (6) записывается в виде 

       
2

0
2

0 B D

Z 12 ,
e c
k T

  
 

  r r r  (8) 

где 
 

0 B
D 2

02 Z
k T
e c


   — длина Дебая [1, с. 147]. 

Запись уравнения Пуассона–Больцмана (6)  
в виде (8) носит название приближения Дебая–
Хюккеля.  
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Уравнение (8) уже является линейным и позво-

ляет достаточно просто получать его решения  
во многих случаях. Здесь приведем решение урав-
нения (8) для цилиндрического капилляра радиу-
сом 0r r  [1, с. 148, 149]. Уравнение (8) в этом 
случае записывается в виде:  

     
2

2 2
D

1 1r r
r

r r r
 




  
    

,  00,r r . (9) 

Решение уравнения (9) ищется при  краевых 
условиях [3] 

0

0
rr









,    

0r r
r 


   (10) 

и имеет следующий вид: 

   
 

0 D

0 0 D

/
/

I r
r

I r


 


 ,   00,r r . (11) 

Из (11) видно, что при 0r r  действительно 
справедливо граничное  0r r   . 

ОГРАНИЧЕНИЯ ПРИ ПРИМЕНЕНИИ  
ПРИБЛИЖЕНИЯ ДЕБАЯ–ХЮККЕЛЯ 

В электрокинетических процессах наблюдают-
ся величины дзета-потенциалов до сотен милли-
вольт [2, 3]. Однако в работе [2] было показано, 
что уже при 25   мВ для одно–одно валентного 
электролита приближение Дебая–Хюккеля не вы-
полняется. В работе [1, с. 147] и вовсе утверждает-

ся, что приближение    
B B

Z Zsinh e e
k T k T

 
 

 
 

r r  

при комнатной температуре выполняется только 
при ζ ≪ 26 мВ. 

Таким образом, наличие на практике больших 
значений  -потенциала (до 100–200 мВ и более) 
не позволяет пользоваться приближением Дебая–
Хюккеля, что сильно осложняет теоретические 
расчеты. Эта проблема рассмотрена и решена  
в работе [3] и др.  

МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ДЛЯ РАСЧЕТОВ  
ЭЛЕКТРОКИНЕТИЧЕСКИХ ЭФФЕКТОВ  

ПРИ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЯХ ζ-ПОТЕНЦИАЛОВ  
([3] и др.) 

В работе [3] и др. предложен метод для обхода 
ограничения Дебая–Хюккеля, описанного выше, 
при решении уравнения Пуассона–Больцмана (6). 
Ниже приведем его смысл (см. также [8, гл. 5]). 

Для этого в [3] и др. размерное уравнение (6) при-
водится к безразмерному виду. Для этого в [3] 
вводятся следующие безразмерные величины: 

– вместо электрического потенциала ( )r , об-
разованного двойным слоем, вводится электриче-
ский потенциал  

   r e r kT  ,    (12) 

обозначающий безразмерный потенциал, обуслов-
ленный исключительно эффектами двойного слоя 
(здесь по-прежнему e  — элементарный электри-
ческий заряд (заряд протона); 

– вместо радиальной координаты r  вводится 
безразмерная координата ,R r  где D1/   — 
величина, обратная длине Дебая D ; 

– вместо электрокинетического потенциала   
вводится безразмерный дзета-потенциал 

  ,s a e kT     где a — радиус капилляра. 
После этого уравнение Пуассона–Больцмана  

в новых обозначениях переписывается в виде: 

   d1 d sinh
d d

R
R R

R R R
  

  
 

  (13) 

со следующими краевыми условиями 

  ,sa    (14) 

0

d 0.
d RR 


    (15) 

В [3] утверждается, что нет простого аналити-
ческого решения уравнения (13), однако известно, 
что математическое приближение  

 sinh R  ,  0,1 ,   (16) 

  1sinh exp( )
2

R   , 1    (17) 

обеспечивает хорошее приближение функции 
 sinh R  в диапазоне   0R  . 

Далее предлагается вместо уравнения (13) ре-
шать пару следующих уравнений 

   d1 d ,
d d

L
L

R
R R

R R R
  

  
 

 0 R R  ,  (18) 

   H
H

d1 d 1 exp ,
d d 2

,

R
R R

R R R

R R a

  
     

 
 

   (19) 

при соблюдении дополнительных краевых усло-
вий 
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   * *
L H 1,R R      (20) 

   
* *

L Hd d
d d

R R R R

R R
R R

 

 
 , (21) 

(в (18, 19) через R* обозначено такое R, для кото-
рого справедливо (20)), которые гарантируют 
гладкость рассчитываемой из (18), (19) кривой 

 R . Индекс L обозначает низкопотенциальную 
(внутреннюю) область R , а индекс H  — высоко-
потенциальную область R . Внутри области L  
можно эффективно применять приближение Де-
бая–Хюккеля. Если 1s  , то регион L  охваты-
вает все поперечное сечение капилляра. Если 

 0 1  , то регион H  охватывает все поперечное 
сечение капилляра. Величина *R R  в выражени-
ях (20), (21) определяется условием  (20). 

Всего в [3] выделено 4 подобласти, в которых 
различными способами так или иначе решаются 
уравнения Пуассона–Больцмана типа (18), (19). 

– Подобласть I. Она характеризуется условием 
1s  . Это означает, что во всей подобласти (для 

всех R  внутри этой подобласти) выполняется 
обычное условие Дебая–Хюккеля и можно поль-
зоваться приближением Дебая–Хюккеля типа (18). 

– Подобласть II. Она характеризуется тем, что  
в ней частично нужно пользоваться уравнением 
(18), а частично (19) в зависимости от радиуса R .  

– Подобласть III. Она характеризуется отсутст-
вием региона, где бы было справедливо прибли-
жение Дебая–Хюккеля (другими словами величи-
ны a  и  s  таковы, что потенциал   на оси ка-
пилляра всегда больше единицы).  

Отметим, что все эти случаи подробно рас-
смотрены в [3], где и приведены полные решения 
уравнений (18), (19) с краевыми условиями (20), 
(21). 

ВЫВОДЫ 

В работе приведены имеющиеся на настоящий 
момент сведения для моделирования на вычисли-
тельных пакетах электроосмотических процессов 
при произвольных значениях ζ-потенциалов с ис-
пользованием вычислительных пакетов типа 
COMSOL MULTIPHISICS. Это обстоятельство 
позволяет проводить такое моделирование при 
величинах ζ-потенциалов, равных или больших 
200 мВ, что существенно больше 25, максимум  
50 мВ, доступных при использовании приближе-
ния Дебая–Хюккеля.  
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REGARDING  THE  PROBLEM  OF  SOLVING   
THE  POISSON–BOLZMANN EQUATION   

WHEN  THE  DEBYE–HUCKEL  APPROXIMATION  
CONDITIONS  IN  ELECTROKINETIC  PROCESSES  ARE  NOT  MET 

 
B. P. Sharfarets 

 
Institute for Analytical Instrumentation of RAS,  Saint Petersburg, Russia 

 
The paper presents a set of mathematical models used in the numerical modeling of electrokinetic problems, 

namely, mathematical models for calculating electrokinetic processes during the study of the motion of an in-
compressible viscous fluid in a circular capillary. The corresponding hydrodynamic equations are given. The 
Debye–Huckel approximation in electroosmotic processes is considered when solving the Poisson–Boltzmann 
equation, and methods for solving it in cases where the Debye–Huckel approximation is invalid are given. This 
allows us to significantly expand the range of zeta potential values at which the Poisson-Boltzmann equation 
can be solved. 
 
 
Keywords: electroosmosis, viscous incompressible fluid, Navier–Stokes equations system, Debye–Huckel approximation, 
solution of Poisson–Boltzmann equation in case of invalidity of Debye–Huckel approximation 
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INTRODUCTION 

When modeling electrokinetic problems using 
computational packages, one of the central issues is 
the calculation of the characteristics of the electroos-
motic flow of viscous incompressible fluids in porous 
media. An important task here is to solve the Poisson-
Boltzmann equation, which allows us to relate the 
magnitude of the electric potential of the field in the 
fluid filling the porous medium and the volume densi-
ty of the electric charge in electrokinetic processes. At 
small values of zeta potentials   (   20–25 mV), 
this problem is solved quite simply by applying the 
Debye–Huckel approximation [1, ch. 8.3.2] but in 
practice ([1, 2, 3], etc.) the electrokinetic potential can 
reach values of   100–200 mV and more, which 
makes the Debye–Huckel approximation invalid and 
does not allow for adequate numerical modeling of 
electrokinetic processes. 

STATEMENT OF THE PROBLEM 

For efficient numerical modeling of electrokinetic 
processes in the event of sufficiently large values of 
 -potentials, we focus successively on the system of 
Navier–Stokes equations, the fundamentals of the 
theory of the Debye–Huckel approximation and its 
limitations, as well as the previously proposed method 
for calculating electrokinetic effects at large values of 
 -potential. 

NAVIER–STOKES EQUATION FOR A CAPILLARY 
FOR A CONSTANT AND VARIABLE  

COMPONENTS 

Let us write the Navier–Stokes equation as applied 
to a cylindrical capillary filled with an incompressible 
viscous fluid in the case of one-dimensional flow. In 
the case of electroosmotic mixed flow, for an incom-
pressible fluid with a constant velocity 0 0(0,0, )vv  
and a variable velocity (0,0, ),zvv constant and vari-
able pressure 0p p p    along a cylindrical capil-
lary with an axis oriented along the Oz axis, the only 
non-zero z-component of the Navier–Stokes equation 
has the form ([4, p. 76], [5, v. 2, p. 395], etc.):  

 
2

0 2

1 /z z z
z z

v v vpv v F
t z z z

 


   
          

.     (1) 

In addition, the continuity equation has the form 
[4, p. 76] and must be satisfied 

0zv
z





.   (2) 

In (1),   is the dynamic viscosity, /    is the 
kinematic viscosity; const   is the density of the 
incompressible fluid; zF  is the ponderomotive force, 
equal to in the case of homogeneous electrical para-
meters of the fluid ([1, p. 141], [6])  el el .z zF E  E  
Considering that there are two components 

0 ,z z zE E E    in the electric field, the right-hand 

0 .zz zEF E
  

   side in (1) has the form. In addition, 

equation (1) is nonlinear, which results in the so-
called pumping mode, described earlier in [7], etc. 

It is necessary to add boundary conditions to equa-
tions (1) and (2). In [3], the boundary conditions on 
the lateral boundaries of the capillary and on its axis 
are written as follows 

 0 0zv r r  , 
0

0z

r

v
r 





.      (3) 

From equation (1), it is clear that the constant flow 
along the axis z , a pumping mode is present, consist-
ing in the influence of a constant flow velocity 0v  on 
a variable flow velocity and variable pressure [7]. 

DEBYE–HUCKEL APPROXIMATION  
IN ELECTROOSMOTIC PROCESSES 

In electrokinetic phenomena occurring in liquids, it 
is necessary to take into account both the electrostatic 
and hydrodynamic nature of the phenomena. The hy-
drodynamic effects have been briefly described above. 
Here, the electrostatic aspects of the phenomenon are 
touched upon. 

The relationship between the potential of the elec-
trostatic field strength   and the volume density of 
the electric charge el  in the SI system (hereinafter, 
we adhere to the SI system) is determined by the Pois-
son equation [1, p. 141]:  

el

0

,



          (4) 

where   is the electrostatic potential; 0  is the per-
mittivity;   is the relative permittivity; el  is the vo-
lume density of the charge. 

Let us assume that the electrolyte in which the 
electrokinetic processes occur is a Z–Z binary-valent 
type. Then, the following expression is true for the 
volume density of the electric charge in the electrolyte 

el  [1, p. 147] 

   el 0
B

Z2Z sinh eec
k T

 
 

   
 

r r .  (5) 
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Substituting (5) into the Poisson equation (4) leads 
to the Poisson–Boltzmann equation 

   0

0 B

Z Z2 sinh .ec e
k T

 


 
   

 
r r   (6) 

The following notations are present above: e  is 
elementary electric charge  

 
-19 1.602 176 634 10e   C;  

 
Z is the valence of electrolyte ions; Вk  is the 
Boltzmann constant; T is the Kelvin temperature. 

The Poisson–Boltzmann equation (6) in the general 
case does not have an analytical solution for the elec-
tric potential   but has one only in exceptional cases 
(one of such solutions is presented in [1, p. 147] — 
the Gouy–Chapman solution for the case of an elec-
trolyte occupying a half-plane 0z   with the boun-
dary 0z  ). Therefore, in the general case, the solu-
tion to equation (3) is obtained using the Debye–
Huckel approximation. Below we present the ideology 
of this approximation [1, p. 147]. 

In equation (6), on the right-hand side, an assump-
tion is made that electrical energy is much less than 
thermal energy, namely [1, p. 147]  

 Zeζ ≪ kBT.            (7) 

Here   is the zeta potential; Bk  is Boltzmann con-
stant; T  is Kelvin temperature. 

In the case of the validity of (7), there is an approx-
imate equality 

   
B B

Z Zsinh ,e e
k T k T

 
 

 
 

r r  

and equation (6) is written as 

       
2

0
2

0 B D

Z 12 ,
e c
k T

  
 

  r r r  (8) 

where 
 

0 B
D 2

02 Z
k T
e c


 

 
is the Debye length  

[1, p. 147]. 
Writing the Poisson–Boltzmann equation (6) in the 

form (8) is called the Debye–Huckel approximation. 
Equation (8) is already linear and allows one to ob-

tain its solutions quite simply in many cases. Here we 
present the solution of equation (8) for a cylindrical 
capillary of radius 0r r  [1, p. 148, 149]. In this case, 
equation (8) is written as 

     
2

2 2
D

1 1r r
r

r r r
 




  
    

,  00,r r . (9) 

The solution of equation (9) is sought under the 
following boundary conditions [3]  

0

0
rr









,    

0r r
r 


   (10) 

and has the following form: 

   
 

0 D

0 0 D

/
/

I r
r

I r


 


 ,   00,r r . (11) 

From (11) it is clear that for 0r r , the boundary 
condition  0r r    is indeed valid. 

LIMITATIONS IN THE APPLICATION  
OF THE DEBYE–HUCKEL APPROXIMATION 

In electrokinetic processes, zeta potentials up to 
hundreds of millivolts are observed [2, 3]. However, 
in [2] it was shown that even at 25  mV for a mo-
novalent electrolyte, the Debye–Huckel approxima-
tion is not satisfied. In [1, p. 147], it is even stated that 

the approximation    
B B

Z Zsinh e e
k T k T

 
 

 
 

r r at 

room temperature is satisfied only at ζ ≪ 26 mV. 
Thus, the presence of large values of the  --

potential in practice (up to 100–200 mV and more) 
does not allow the use of the Debye–Huckel approxi-
mation, which greatly complicates theoretical calcula-
tions. This problem is considered and solved in [3] et 
al. 

METHOD FOR CALCULATING  
ELECTROKINETIC EFFECTS AT LARGE  

ζ -POTENTIAL VALUES ([3] et al.) 

In [3] et al. a method for bypassing the Debye–
Huckel limitation described above when solving the 
Poisson–Boltzmann equation (6) is proposed. Below 
we present its meaning (see also [8, Ch. 5]). For this 
purpose, in [3] et al., the dimensional equation (6) is 
reduced to a dimensionless form. For this purpose, the 
following dimensionless quantities are introduced in 
[3]: 

– instead of the electric potential ( )r  formed by 
the double layer, the electric potential is introduced  

   r e r kT  ,    (12) 

denoting the dimensionless potential caused exclu-
sively by the effects of the double layer (here, as be-
fore, e  is the elementary electric charge  (proton 
charge)); 
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– instead of the radial coordinate r , the dimen-
sionless coordinate R r  is introduced, where 

D1/   is the reciprocal of the Debye length D ; 
– instead of the electrokinetic potential  , the di-

mensionless zeta potential  s a e kT     is 
introduced. 

After this, the Poisson–Boltzmann equation is re-
written in the new notation as:  

   d1 d sinh
d d

R
R R

R R R
  

  
 

  (13) 

with the following boundary conditions
   ,sa    (14) 

0

d 0.
d RR 


    (15) 

It is stated in [3] that there is no simple analytical 
solution to equation (13), however, it is known that 
the mathematical approximation 

 sinh R  ,  0,1 ,   (16) 

  1sinh exp( )
2

R   , 1    (17) 

provides a good approximation of the function 
 sinh R  in the range   0R  . 

Next, it is proposed to solve the following pair of 
equations instead of equation (13)  

   d1 d ,
d d

L
L

R
R R

R R R
  

  
 

 0 R R  ,  (18) 

   H
H

d1 d 1 exp ,
d d 2

,

R
R R

R R R

R R a

  
     

 
 

   (19) 

following additional boundary conditions 

   * *
L H 1,R R      (20) 

   
* *

L Hd d
d d

R R R R

R R
R R

 

 
 , (21) 

which guarantee the smoothness of the curve  R  
calculated from (18), (19). The index L denotes the 
low-potential (internal) region R , and the index H  
denotes the high-potential region R . Inside the re-
gion L , the Debye–Huckel approximation can be ef-
fectively applied. If 1s  , then the region L  covers 
the entire cross section of the capillary. If  0 1  , 
then the region H  covers the entire cross section of 
the capillary. The value *R R  in expressions (20), 
(21) is determined by condition (20). 

In total, 4 subregions are distinguished in [3], in 
which the Poisson–Boltzmann equations of type (18), 
(19) are solved in one way or another. 

– Subregion I. It is characterized by the condition 
1s  . This means that in the entire subregion (for 

all R , inside this subregion) the usual Debye–Huckel 
condition is satisfied and the Debye–Huckel approxi-
mation of type (18) can be used. 

– Subregion II. It is characterized by the fact that 
in it it is partially necessary to use equation (18), and 
partially (19), depending on the radius R . 

– Subregion III. It is characterized by the absence 
of a region where the Debye–Huckel approximation 
would be valid (in other words, the quantities a  and 

s  are such that the potential  on the capillary axis 
is always greater than unity). 

Note that all these cases are considered in detail in 
[3], where complete solutions of equations (18), (19) 
with boundary conditions (20), (21) are given. 

CONCLUSIONS 

The paper presents the currently available data for 
modeling electroosmotic processes using computa-
tional packages such as COMSOL MULTIPHISICS 
for arbitrary values of ζ -potentials. This circumstance 
allows such modeling to be carried out at ζ -potential 
values equal to or greater than 200 mV, which is sig-
nificantly greater than 25, maximum 50 mV, available 
when using the Debye–Huckel approximation. 

 
 
 

 


