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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  АППАРАТ  АНАЛИЗА   
МОДЕЛЕЙ  ДЛЯ  3D-ПЕЧАТИ 

 
В статье проведен анализ факторов, влияющих на процесс 3D-печати по технологии послойного наплавле-
ния (FDM).  Также рассматриваются возможности улучшения качества поверхности путем уменьшения 
"ступенчатости" поверхности изготавливаемого изделия.  Описывается математический аппарат для оценки 
ориентации модели в рабочей области 3D-принтера, что позволит оптимизировать процесс 3D-печати  
по технологии послойного наплавления и расширить область применения этой технологии. 
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ТЕХНОЛОГИИ 3D-ПЕЧАТИ 

3D-печать тесно вошла во многие области на-
шей жизни [1, 2]. В настоящее время все произво-
дители оборудования для 3D-печати идут по пути 
повышения качества, точности изготавливаемых 
прототипов и скорости изготовления, что в свою 
очередь, как правило, приводит к увеличению 
стоимости конечного изделия. 

В настоящее время основными технологиями 
3D-печати являются [3]: 

 стереолитография; 
 спекание; 
 ламинирование; 
 наплавление (FDM, FFF). 
Наиболее доступной и распространенной явля-

ется технология наплавления в связи с широким 
ассортиментом оборудования при относительно 
низкой стоимости самого оборудования и расход-
ных материалов. Помимо этого, как правило,  
не требуется дополнительного оборудования для 
постобработки изготовленных деталей и специа-
лизированной подготовки персонала для работы  
с указанным типом оборудования и его обслужи-
вания, что также снижает стоимость внедрения  
и использования этой технологии. 

Так, стоимость 3D-принтера, работающего  
по технологии стереолитографии с толщиной слоя 
16 мкм, может достигать 15 млн руб. и больше,  
в то же время стоимость оборудования для работы 
по технологии наплавления с толщиной слоя  
0.1 мм находится на уровне от нескольких десят-
ков до нескольких сотен тысяч рублей. 

При использовании 3D-принтера с более круп-
ным шагом печати возникает вопрос точности 
воспроизведения геометрии и качества поверхно-

сти конечного изделия. Корректное расположение 
модели в рабочей области 3D-принтера может 
частично компенсировать недостатки, связанные  
с изготовлением модели по слоям. Для простых 
3D-моделей ориентирование модели достаточно 
очевидно для опытного оператора 3D-принтера, 
однако для сложных моделей ориентирование ста-
новится непростой задачей [4]. 

Прежде чем приступить к ориентированию мо-
дели, нужно сформировать необходимый матема-
тический аппарат для анализа 3D-моделей и фор-
мализовать критерии оценки ориентации. 

ТЕХНОЛОГИЯ НАПЛАВЛЕНИЯ 

В связи с быстрыми темпами развития техноло-
гий 3D-печати, на рынке представлен широкий 
ассортимент оборудования и материалов для рабо-
ты по технологиям FDM и FFF. 

Достоинства: 
 высокая скорость печати; 
 низкая стоимость расходных материалов; 
 широкая область применения; 
 низкие требования к квалификации персона-

ла. 
Недостатки: 
 низкое качество сложных моделей; 
 низкая точность; 
 малая прочность. 
Основными параметрами, влияющими на каче-

ство изготавливаемого объекта, являются: 
 количество и скорость проходов экструдера; 
 глубина и скорость перемещения платфор-

мы; 
 толщина слоя; 
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Рис. 9. Зоны качества и зона поддержек. 
Моделируемые поверхности типа I, II, V относим к зоне С (оптимальное качество);  поверхности с наклоном 
типа III — к зоне А (наихудшее качество); типа IV — к зоне B (среднее качество); "висячие" конструкции 
типа VI — к зоне D (требуют вспомогательных опор)  
 
 
 
 
 

Из этого следует, что, сориентировав деталь та-
ким образом, чтобы максимальное количество 
стенок имели горизонтальное, вертикальное или 
близкое к вертикальному положение, можно ми-
нимизировать погрешности геометрии полученно-
го изделия относительно геометрии эталонной мо-
дели 3D-объекта, а также минимизировать количе-
ство элементов, для которых будут строиться под-
держивающие структуры [7]. 

Таким образом, можно выделить 3 зоны каче-
ства поверхности по критерию "ступенчатости" — 
A, B и C (рис. 9):  

 зона A — наихудшее; 
 зона B — среднее; 
 зона C — оптимальное качество. 
Помимо трех зон качества выделяется зона D,  

в которой строятся вспомогательные элементы  
"поддержки". Части объекта, которые оказывают-
ся в этой зоне, нуждаются в дополнительной ме-
ханической обработке, что в свою очередь также 
снижает качество поверхности [8]. 

В результате путем оценки соотношения пло-
щадей поверхности, принадлежащих к той или 
иной зоне, к общей площади поверхности модели 
можно сделать выводы об оптимальности ориен-
тации модели в рабочей зоне 3D-принтера. 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ АНАЛИЗА  
МОДЕЛЕЙ ДЛЯ 3D-ПЕЧАТИ 

Изделия для 3D-печати часто имеют сложную 
форму, и определить наилучшую ориентацию  
с точки зрения качества поверхностей бывает не-
просто. Для получения количественных характе-
ристик качества ориентации необходимо создать 
математический аппарат для анализа исходного 
файла изделия (STL-файла). Прежде всего нас бу-
дут интересовать габаритные размеры, объем де-
тали и наклон элементов ее поверхности. По-
скольку модель изделия состоит из набора тре-
угольников, то можно проводить анализ каждого 
элемента в отдельности и затем объединять полу-
ченные результаты. Необходимо определять габа-
ритные размеры изделия и характеристики, тре-
буемые для проведения оценки влияния ориента-
ции на качество поверхности изделия. 

Вычисление габаритных размеров 
Производится путем последовательного про-

смотра всех треугольников в исходном STL-файле 
и выделения минимального и максимального зна-
чений по каждой координате. Одновременно вы-
числяется объем модели: 
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1
,

N

i
i

V v


                           (1) 

где N — количество треугольников, vi — объем 
усеченной призмы, основание которой — проек-
ция i-го треугольника на плоскость XOY, а верхняя 
грань — сам треугольник. При этом vi будет по-
ложительным, если нормаль к этому треугольнику 
направлена в положительный октант (т.е. коорди-
ната z единичного вектора, с началом в точке 
(0,0,0) и параллельного нормали треугольника, 

положительна), и отрицательным, если направлена 
в отрицательный [9]. 

1 2 3
1 2 3 1 2 3

1 2 3 ,
3 3

1 1 1
i xoyi

x x x
z z z z z zv s y y y   

       (2) 

где (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) — координаты 
вершин i-го треугольника, а sxoyi — площадь его 
проекции на плоскость XOY (рис. 10). 

 
 

 
 

Рис. 10. Элемент поверхности модели и его проекции 
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Раскрытие определителя дает два вида резуль-

тата: 

1 2 2 3 3 1 3 2 2 1 1 3 ,
2xoyi

x y x y x y x y x y x ys     
       (3)    

     1 2 3 2 3 1 3 1 2 .
2xoyi

x y y x y y x y y
s

    
      (4) 

Формула (3) содержит 6 операций умножения и 
5 операций сложения, формула (4) содержит 3 
операции умножения и 5 операций сложения, сле-
довательно, в связи с меньшим количеством дей-
ствий вычисления по формуле (4) будут происхо-
дить быстрее. 

Таким образом,  
объем модели: 

      
 

1

1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3

,

/ 6;

N

i
i

i

v

v x y y x y y x y y

z z z



      

  


     (5) 

габариты модели: 

max min ;H z z                                                    (6) 

max min ;Y y y                                                    (7) 

max min .X x x                                                     (8) 

Вычисление характеристик 
Основные характеристики, которые нас интере-

суют, — площадь поверхности модели и отдель-
ных ее элементов. В связи с тем, что некоторые 
САПР при экспорте модели в формат STL не рас-
считывают нормали для треугольников, оставляя 
значения их компонент равными нулю, необходи-
мо вычислять нормали треугольников на основе 
координат их вершин.  

Поскольку поверхность описана набором тре-
угольников, а точнее координатами их вершин, 
воспользуемся формулой вычисления площади 
треугольника в векторной форме.  

Зная координаты вершин A(x1, y1, z1), B(x2, y2, 
z2), C(x3, y3, z3), найдем 2 вектора AB തതതത и ACܤܣ  : 

   2 1 2 1 2 1 B1 B1 B1, , , , ,
AB B A

x x y y z z x y z
  

          (9) 

   3 1 3 1 3 1 B2 B2 B2, , , , .
AC C A

x x y y z z x y z
  

        (10)
 

Площадь треугольника: 

1 ,
2is AB AC                           (11) 

B1 B1 B1

B2 B2 B2

i j k
.AB AC x y z

x y z
                    (12) 

Раскрытие определителя дает результат: 

 
   

B1 B2 B1 B2

B1 B2 B1 B2 B1 B2 B1 B2

i

j k.

AB AC y z z y

z x x y x y y x

      

            (13)
 

Примем, что B1 B2 B1 B2 ,a y z z y     
B1 B2 B1 B2b z x x y     и  B1 B2 B1 B2 ,c x y y x     тогда: 

i j k.AB AC a b c                 (14) 

Итоговая формула площади треугольника: 

2 2 21 .
2is a b c                       (15) 

Площадь поверхности модели: 

1
,

N

i
i

S s


                                     (16) 

где N — количество треугольников. 
Для вычисления нормали треугольника, как 

 и в случае вычисления площади, нужно найти 2 
вектора ABܤܣതതതത и .AC  После этого нужно найти 
их векторное произведение по формуле (13). Най-
дя векторное произведение, получим вектор, кото-
рый нужно нормировать для получения нормали. 
Нормирование вектора достигается путем деления 
каждой компоненты вектора на его длину.  

Приняв по формуле (13) B1 B2 B1 B2 ,x y z z y      
B1 B2 B1 B2y z x x y     и B1 B2 B1 B2 ,z x y y x    полу-

чим длину вектора: 
2 2 2 .L x y z                              (17) 

Нормаль треугольника: 

 i, j,k , , .x y z
L L L

    
 

n                   (18) 

Исходя из значения компоненты k вектора нор-
мали треугольника, можно определить, к какой  
из ранее определенных зон качества (рис. 9) при-
надлежит каждый треугольник, описывающий по-
верхность 3D-модели. 

Поворачивая модель по осям OX и OY, можно 
влиять на принадлежность треугольников к зонам 
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качества. Для пересчета координат вершин тре-
угольников воспользуемся матрицами поворота. 
Для поворота по этим осям, соответственно, необ-
ходимы только 2 матрицы поворота. 

Матрица поворота вокруг оси OX: 

 
1 0 0
0 cos sin .
0 sin cos

xM   
 

 
   
 
 

                (19) 

Матрица поворота вокруг оси OY: 

 
cos 0 sin

0 1 0 .
sin 0 cos

yM
 


 

 
   
  

                 (20) 

Соответственно, для поворота объекта вокруг 
оси OX или оси OY нужно умножить координаты 
вершин всех треугольников в модели на соответ-
ствующую матрицу. Тогда новые значения коор-
динат для вершины A с координатами (xc, yc, zc) 
после поворота по оси OX будут равны: 

 
c

n n n c

c

1 0 0
, , 0 cos sin .

0 sin cos

x
x y z y

z
 
 

   
        
   
   

             (21) 

Для облегчения автоматических расчетов бу-
дем основываться на компоненте k вектора норма-
ли треугольника. Введем, согласно рис. 9, три кон-
станты, определяющие зоны: А, B и C. При этом:    

A cos ,                              (22) 

B cos ,                              (23) 

C cos ,                               (24) 

α, β, γ — углы, определяемые пользователем: α — 
угол для зоны A, в которой качество поверхности 
элементов считается наихудшей, β — угол, начи-
ная с которого качество поверхности элементов 
считается оптимальным, γ — угол для зоны D,  
в которой под элементы поверхности строятся 
поддержки. 

В то же время желательно ориентировать мо-
дель таким образом, чтобы ее высота была мини-
мальной, что позволяет добиться ее большей ус-
тойчивости на рабочей платформе во время печати 
и уменьшения количества слоев, а следовательно, 
и уменьшения количества ступеней на поверхно-
сти изготовленной детали. Также деталь, ориента-
ция которой имеет минимальный размер по оси 
OZ, изготавливается быстрее. Это связано с тем 
фактом, что при неизменности площади поверхно-
сти модели в зависимости от ориентации и, следо-
вательно, неизменности количества наносимого 

материала в процессе печати, существует время, 
необходимое на смену слоя при печати. Соответ-
ственно с увеличением высоты увеличивается ко-
личество наносимых слоев, а следовательно, уве-
личивается и суммарное время, необходимое  
на смену слоев [10]. 

Формализовав условия оптимальной ориента-
ции модели в рабочей области 3D-принтера с точ-
ки зрения качества и точности поверхности изго-
тавливаемой детали, получим следующие резуль-
таты: 

 площадь элементов с (A ≤ k < 1) или (–1 ≤ k < 
< –A)    → min; 

 площадь элементов с (k = 1) или (–B ≤ k < B) 
→ max; 

 площадь элементов с (–1 ≤ k < –C) → min; 
 H → min, где H — высота модели. 
На основании вышеизложенного можно полу-

чить функцию оценки ориентации модели в рабо-
чей области 3D-принтера [11]: 

m

C C A A D D H m

max

,
N N N

i i ii i i
K s K s K s K H

S H

 

 
   

 (25)
 

где ρm — функция оценки ориентации модели  
в рабочей области 3D-принтера, принимающая 
значения от –3 до 1 (–3 соответствует наихудшей 
ориентации, 1 — наилучшей). Здесь:  

sAi, sCi, sDi — площадь i-го треугольника, при-
надлежащего зонам A, C и D соответственно, со-
гласно рис. 9;  

KA, KC, KD, KH — весовые коэффициенты для 
зон A, C, D и высоты модели соответственно, при-
нимающие значения от 0 до 1 и зависящие от осо-
бенностей используемого оборудования и пред-
почтений оператора 3D-принтера; 

Hmax, Hm — наибольший габаритный размер 3D-
модели и ее высота в выбранной ориентации. 

ВЫВОДЫ 

В статье описан разработанный математиче-
ский аппарат анализа моделей для 3D-печати, ко-
торый позволяет вычислить основные параметры 
3D-модели в формате STL. Помимо этого, матема-
тический аппарат позволяет вычислять параметры 
отдельных элементов 3D-модели, такие как пло-
щадь и угол наклона к столу 3D-принтера. Также 
предложена функция оценки ориентации модели  
в рабочей области 3D-принтера. В дальнейшем 
предложенное решение можно использовать при 
разработке алгоритмов автоматического поиска 
оптимальной ориентации при разработке собст-
венной АСТПП для 3D-печати.  
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MATHEMATICAL  APPARATUS   
FOR  3D  PRINTING  MODEL  ANALYSIS 
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The paper analyzes the factors affecting the process of 3D printing using fused deposition modeling (FDM) 

and examines the possibilities of improving the surface quality by reducing the surface stair stepping of the 
manufactured product. It also describes a mathematical framework for assessing the orientation of the model in 
the working area of a 3D printer, which will optimize the process of layer-by-layer deposition during 3D print-
ing and expand the scope of this technology. 
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3-D PRINTER TECHNOLOGY 

3D printing has entered many areas of human life 
[1, 2]. Currently, all manufacturers of 3D printing 
equipment are following the path of improving the 
quality, accuracy of manufactured prototypes and the 
speed of manufacture, which, in turn, usually leads to 
an increase in the cost of the final product. 

Currently, the main technologies of 3D printing are 
[3]: 

• stereolithography; 
• sintering; 
• lamination; 
• fused deposition (FDM, FFF). 
The most affordable and common is fused deposi-

tion technology, due to the wide range of equipment at 
а relatively low cost of the equipment itself and con-
sumables. The cost of implementing and using this 
technology is also decreased by the fact that, in most 
cases, no additional equipment is needed for the post-
processing of manufactured parts and no special train-
ing of personnel is necessary for working with the 
specified type of equipment and its maintenance. 

So, the cost of a 3D printer that works using stereoli-
thography technology with a layer thickness of 16 mi-
crons can reach 15 million rubles or more. At the same 
time, the cost of equipment for work using the fused 
deposition technology with a layer thickness of 0.1 
mm is about several tens to several hundred thousand 
rubles. 

When using a 3D printer with a larger print step, the 
accuracy of the geometry and surface quality of the final 
product is a question. The correct location of the model 
in the working area of the 3D printer can partially com-
pensate for the shortcomings associated with the layed 
production of the model. When making simple 3D mod-
els, the orientation of the model is quite obvious for  
an experienced 3D printer operator, but for complex 
models, orientation becomes a difficult task [4]. 

Forming the mathematical framework for the study 
of 3D models and formalizing the standards for esti-
mating the orientation are prerequisites before begin-
ning the model's orientation. 

FUSED DEPOSITION TECHNOLOGY 

Due to the 3D printing industry's rapid expansion, 
a variety of tools and materials for using FDM and 
FFF technologies are now available on the market. 

Advantages: 
• high speed printing; 
• low consumable cost; 
• wide scope; 
• low requirements for personnel qualification. 
Disadvantages: 
• poor quality of complex models; 
• low accuracy; 
• low strength. 
The main parameters affecting the quality of the 

manufactured object are: 
• number and speed of extruder passes; 
• depth and speed of platform movement; 
• layer thickness; 
• no errors in the STL file 
• operating temperatures; 
• rate of material feed; 
• mechanics of 3D printer; 
• shrinkage of material; 
• orientation of the object in the work area of the 

3D printer. 
In addition to the features of the 3D printing tech-

nology itself, you also need to pay attention to the 
format of the files that describe the geometry of 3D 
models. 
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STL FORMAT 

The main format used as input data for automated 
production preparation systems (computer-aided man-
ufacturing) for 3D printing is the STL, which de-
scribes the three-dimensional computer representation 
of the manufactured object [5]. This format describes 
the model surface with a set of triangles (Fig. 1). In-
formation about triangles is written as a list of coordi-
nates for each vertex of the triangle and the direction 
of the normal. Data is stored as text (ASCII) or in bi-
nary format. 

 

 
The accuracy and quality of the final product large-

ly depends on the tolerance value. 
Due to the fact that the surface is described by a set 

of triangles, there may be errors in the STL file that 
will not allow the developed system of the object 
orientation to work correctly in the working area of 
the 3D printer and generate the correct control G-
code. Such errors include open contour (Figs. 2, 3) 
and incorrect orientation of triangles (Figs. 4, 5). 

 

 

 

 

 
The impact of these errors on the process of manu-

facturing a product depends heavily on the algorithms 
of the CAM [6]. In this regard, in the developed 3D 
model orientation system, it is necessary to provide 
for the detection of such errors and warn the operator 
about their presence in the processed STL file. 

ERROR PREVALENCE 

The main errors occur at the stage of exporting 
models from CAD for solid-state design to the STL 

format due to the features of this format and at the 
stage of technological preparation of production due 
to the orientation of the object, the layer thickness and 
its approximation when split into layers (Fig. 6). The 
finished item must have precision of at least 0.1 mm 
after accounting for the overall inaccuracy. In addi-
tion, it is obvious that the approximation of horizontal, 
vertical and close-to-vertical walls (Fig. 7) introduces 
a smaller error than the approximation of sloped sur-
faces (Fig. 8). 

 

 

 

 

 
It follows from this that by orienting the part in 

such a way that the maximum number of walls have a 
horizontal, vertical or close to vertical position, it is 
possible to minimize the errors in the geometry of the 
resulting product relative to the geometry of the refer-
ence model of a 3D object, and also to minimize the 
number of elements for which supporting structures 
will be built. [7]. 

Thus, 3 surface quality zones A, B and C can be 
distinguished according to the "stair stepping" crite-
rion (Fig. 9): 

• zone A — the worst; 
• zone B — middle; 
• zone C — optimal quality. 
In addition to the three quality zones, zone D 

stands out as the one in which "support" elements are 
built. The parts of the object that are in this zone need 
additional machining, which in turn also reduces the 
quality of the surface [8]. 

As a result, it is possible to draw conclusions about 
the optimal orientation of the model in the working 
area of the 3D printer by evaluating the ratio of sur-
face areas belonging to a particular zone to the total 
surface area of the model. 

 

Fig. 1. Description of the object in the STL file.  
a — approximation of the surface with triangles, б — 
profile 

Fig. 2. Open path. 
a — required, б — erroneous 

Fig. 4. Orientation of triangles. 
a — required, б — erroneous 

Fig. 5. Inverted triangle 

Fig. 3. Missing triangle 

Fig. 6. Effect of layer thickness on product accuracy. 
a — "thick" layers, б — "thin" layers 

Fig. 7. The vertical surface of the printed product un-
der the microscope 

Fig. 8. Surface with a slope of the printed product 
under a microscope 

Fig. 9. Quality and support areas. 
Modeled surfaces of type I, II, V are assigned as zone 
C (optimal quality); surfaces with slope of type III — 
to zone A (worst quality); type IV — to zone B (mid-
dle quality); "hanging" structures of type  
VI — to zone D (require auxiliary supports) 
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MATHEMATICAL ANALYSIS APPARATUS 
 FOR 3D PRINTING MODELS 

Models for 3D printing often have a complex 
shape, and it s not easy to determine the best orienta-
tion in terms of surface quality. To obtain quantitative 
characteristics of the orientation quality, it is neces-
sary to create a mathematical apparatus for analyzing 
the original product STL file. First of all, we will be 
interested in the overall dimensions, the volume of the 
part, and the slope of its surface elements. Since the 
product model consists of a set of triangles, it is poss-
ible to analyze each element separately and then com-
bine the results. It is necessary to determine the over-
all dimensions of the product and the characteristics 
required to assess the effect of orientation on the sur-
face quality of the product. 

Calculation of overall dimensions 
Calculation is produced by sequential viewing of 

all triangles in the source STL-file and highlighting 
the minimum and maximum values for each coordi-
nate. The volume of the model is calculated: 

1
,

N

i
i

V v


                                  (1) 

where N is the number of triangles, vi is the volume of 
the truncated prism, the base of which is the projec-
tion of the i-th triangle onto the XOY plane, and the 
upper face is the triangle itself. In this case, vi is posi-
tive if the normal to this triangle is directed to the pos-
itive octant (i.e. the z coordinate of the unit vector is 
positive, if it has the beginning at the point (0, 0, 0) 
and is parallel to the triangle normal), and negative if 
normal is directed to the negative one [9]. 

1 2 3
1 2 3 1 2 3

1 2 3 ,
3 3

1 1 1
i xoyi

x x x
z z z z z zv s y y y   

      (2) 

where (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) are the coordi-
nates of the vertices of the i-th triangle, and sxoyi is the 
area of  its projection onto the XOY plane (Fig. 10). 
 

 
The disclosure of the determinant gives two types 

of results: 

1 2 2 3 3 1 3 2 2 1 1 3 ,
2xoyi

x y x y x y x y x y x ys     
        (3) 

     1 2 3 2 3 1 3 1 2 .
2xoyi

x y y x y y x y y
s

    
      (4) 

Formula (3) contains 6 multiplication operations 
and 5 addition operations, formula (4) contains 3 mul-
tiplication operations and 5 addition operations. 
Therefore, due to the smaller number of operations, 
calculations using formula (4) are faster. 

Thus, 
model volume: 

      
 

1

1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3

,

/ 6;

N

i
i

i

v

v x y y x y y x y y

z z z



      

  


   (5) 

model dimensions: 

max min ;H z z                                                    (6) 

max min ;Y y y                                                    (7) 

max min .X x x                                                     (8) 

Property calculation 
The main properties that interest us are the surface 

area of the model and its individual elements. Due to 
the fact that some CADs do not calculate normal val-
ues for triangles when exporting a model to STL for-
mat, setting their component values equal to zero, it is 
necessary to calculate the normal values of the trian-
gles based on the coordinates of their vertices. 

Since the surface is described by a set of triangles, 
or rather by the coordinates of their vertices, we use 
the formula for calculating the area of a triangle in 
vector form. 

Knowing the coordinates of the vertices A(x1, y1, 
z1), B(x2, y2, z2), C(x3, y3, z3), we can calculate 2 vec-
tors AB  and AC : 

   2 1 2 1 2 1 B1 B1 B1, , , , ,
AB B A

x x y y z z x y z
  

        (9) 

   3 1 3 1 3 1 B2 B2 B2, , , , .
AC C A

x x y y z z x y z
  

       (10)
 

Triangle area: 

1 ,
2is AB AC                                   (11) 

B1 B1 B1

B2 B2 B2

i j k
.AB AC x y z

x y z
                    (12) 

Fig. 10. Model surface element and its projections 
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The disclosure of the determinant gives the result: 

 
   

B1 B2 B1 B2

B1 B2 B1 B2 B1 B2 B1 B2

i

j k.

AB AC y z z y

z x x y x y y x

      

            (13)
 

Let's assume that B1 B2 B1 B2 ,a y z z y     
B1 B2 B1 B2b z x x y     и  B1 B2 B1 B2 ,c x y y x     then: 

i j k.AB AC a b c                          (14) 

The final triangle area formula is: 

2 2 21 .
2is a b c                                (15) 

Model surface area: 

1
,

N

i
i

S s


                                              (16) 

where N is the number of triangles. 
To calculate the normal of a triangle, as and in the 

case of area calculation, it’s necessary to find 2 vec-
tors AB  and .AC  After that, one can find their vector 
product using the formula (13). Having found the vec-
tor product, we get a vector that needs to be norma-
lized to obtain the normal. Normalization of a vector 
is achieved by dividing each component of the vector 
by its length. 

Taking from (13) B1 B2 B1 B2 ,x y z z y      
B1 B2 B1 B2y z x x y     and B1 B2 B1 B2 ,z x y y x     we 

get the length of the vector: 
2 2 2 .L x y z                               (17) 

Triangle normal: 

 i, j,k , , .x y z
L L L

    
 

n                      (18) 

Based on the value of the component k of the vec-
tor of the triangle normal, it is possible to determine 
which of the previously defined quality zones (Fig. 9) 
each triangle that describes the surface of the 3D 
model belongs to. 

By rotating the model along the OX and OY axes, 
you can influence whether triangles belong to quality 
zones. To recalculate the coordinates of the vertices of 
triangles, we use rotation matrices. Only 2 rotation 
matrices are needed to rotate along these axes, respec-
tively. 

Rotation matrix about the OX axis: 

 
1 0 0
0 cos sin .
0 sin cos

xM   
 

 
   
 
 

              (19) 

Rotation matrix about the OY axis: 

 
cos 0 sin

0 1 0 .
sin 0 cos

yM
 


 

 
   
  

                       (20) 

Accordingly, to rotate an object around the OX 
axis or the OY axis, you need to multiply the coordi-
nates of the vertices of all triangles in the model by 
the corresponding matrix. Then the new coordinate 
values for the vertex A with coordinates (xc, yc, zc)  
after rotation along the OX axis will be equal to: 

 
c

n n n c

c

1 0 0
, , 0 cos sin .

0 sin cos

x
x y z y

z
 
 

   
        
   
   

       (21) 

To facilitate automatic calculations, we will be 
based on the k component of the vector of the triangle 
normal. We introduce, according to Fig. 9, three con-
stants defining the zones: A, B and C. In this case: 

A cos ,                              (22) 

B cos ,                              (23) 

C cos ,                               (24) 

where α, β, γ — angles defined by the user: α — angle 
for zone A, where surface quality of elements is con-
sidered the worst, β — angle starting from which the 
surface quality of elements is considered optimal, γ — 
angle for zone D, where support structures are built 
under the surface elements. 

It is desirable to orient the model in such a way 
that its height is minimal, which makes it possible to 
achieve greater stability on the working platform dur-
ing printing and to reduce the number of layers, and 
consequently, the number of stair steps on the surface 
of the manufactured part. Also, a part which orienta-
tion has a minimum size along the OZ axis is manu-
factured faster. This is due to the fact that if the sur-
face area of the model is unchanged in relation to the 
orientation, and therefore the amount of applied ma-
terial is unchanged, there is a time required to change 
the filament during printing. Accordingly, as the 
height increases, the number of layers to be applied 
increases, and therefore the total time, required to 
change filaments, increases [10]. 

Having formalized the conditions for the optimal 
orientation of the model in the working area of a 3D 
printer in terms of the quality and accuracy of the sur-
face of the manufactured part, we obtain the following 
results: 

• area of elements with (A ≤ k < 1) or (–1 ≤ k <  
< –A) → min; 

• area of elements with (k = 1) or (–B ≤ k < B) → 
→ max; 
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• area of elements with (–1 ≤ k < –C) → min; 
• H → min, where H is the height of the model. 
Based on the above, you can get the function of 

evaluating the orientation of the model in the work-
space of a 3D printer [11]: 

m

C C A A D D H m

max

,
N N N

i i ii i i
K s K s K s K H

S H

 

 
   

  (25)
 

where ρm is the orientation estimation function of the 
model in the working area in the 3D printer, which 
takes values from –3 to 1 (–3 corresponds to the worst 
orientation, 1 — the best). Here: 

sAi, sCi, sDi — area of the i-th triangle, belonging to 
zones A, C and D, respectively, according to Fig. 9; 

KA, KC, KD, KH — weighting factors for zones A, 
C, D and model height, respectively, taking values  
from 0 to 1 and depending on the features of the 
equipment used and the preferences of the 3D printer 
operator; 

Hmax, Hm is the largest dimension of the 3D model 
and its height in the chosen orientation. 

CONCLUSIONS 

The article describes the developed mathematical 
apparatus for analyzing models for 3D printing, which 
allows one to calculate the main parameters of a 3D 
model in STL format. In addition, the mathematical 
apparatus allows you to calculate the parameters of 
individual elements of the 3D model, such as the area 
and the angle of inclination to the 3D printer table.  
A function for estimating the orientation of a model in 
the workspace of a 3D printer is also proposed. In the 
future, the proposed solution can be used in the devel-
opment of algorithms for the automatic search for the 
optimal orientation and in the development of own 
CAM for 3D printing. 
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