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В настоящем обзоре представлены результаты выполненных в ИАП РАН исследований, направленных  
на дальнейшее развитие лазерных методов количественного поляризационно-оптического анализа конден-
сированных сред. Основное внимание уделено исследованиям поляризационно-оптических характеристик 
магнитных наножидкостей в широком диапазоне концентраций. Экспериментальные данные, полученные 
для наножидкостей на основе магнетита в керосине, показывают, что развиваемые подходы и их экспери-
ментальная реализация способны обеспечить очень высокую чувствительность, позволяющую выполнять 
эксперименты с магнитными наножидкостями при весьма значительном их разбавлении. Самое сильное 
разбавление, при котором поляризационные отклики были надежно зарегистрированы, соответствует кон-
центрации твердой (магнитной) фазы 10–6. Полученные данные указывают также на единый процесс образо-
вания магнитооптических откликов в исследованном диапазоне концентраций. 
В теоретической части обзора описаны сравнительные исследования поляризационных  характеристик раз-
бавленных магнитных наножидкостей и ансамблей точечных рассеивателей. Для описания взаимодействия 
лазерного излучения с резонансными ансамблями развит микроскопический подход, основанный на реше-
нии уравнения Шредингера для объединенной системы, состоящей из атомов ансамбля и электромагнитного 
излучения. Этот подход применен для анализа характера рассеяния света ансамблями примесных центров, 
имплантированных в тонкие пленки диэлектрика. Установлено, что по статистическому критерию Стъюден-
та подтверждается гипотеза о подобии поляризационных откликов магнитных наножидкостей при умень-
шении концентрации магнитной фазы на несколько порядков. По критерию Фишера, вычисленные коэффи-
циенты регрессии статистически значимы, а ошибки регрессии минимальны для полиномов 4-й степени. 
Описана аппроксимация магнитооптических откликов аналитическими зависимостями, полученными на ос-
нове модели ориентационной упорядоченности магнитных частиц во внешнем магнитном поле. Аналитиче-
ская аппроксимация выполнена методом наименьших квадратов путем вариации двух безразмерных пара-
метров, один из которых пропорционален объемной концентрации магнитных наночастиц и не зависит от 
поля, а второй пропорционален энергии взаимодействия частиц с внешним магнитным полем и не зависит 
от концентрации. Полученные в процессе аппроксимации данные указывают на правильный выбор физиче-
ской модели и следующей из нее аппроксимирующей (аналитической) зависимости. При этом найденные 
значения безразмерных параметров дают численные значения соотношений между физическими парамет-
рами исследуемой магнитной системы и их взаимосвязи с наблюдаемыми поляризационными откликами. 
Развиваемые в рассмотренных работах прецизионные методы лазерного поляризационно-оптического ана-
лиза совместно с выполненным статистическим анализом полученных данных составляют основу поляриза-
ционно-оптической нанодиагностики (количественной характеризации) магнитных наножидкостей. Предла-
гаемые подходы позволяют также сравнивать поляризационные магнитооптические характеристики систем 
различной природы и состава. Это открывает перспективы более широкого, информационного подхода  
к дальнейшему развитию и применению высокочувствительных лазерных методов поляризационно-
оптического анализа для сравнительных исследований магнитных наножидкостей и других упорядоченных 
веществ, материалов и систем. 
 
Кл. сл.: лазер, поляризационно-оптический анализ, магнитные наножидкости, оптоэлектроника, 
 магнитооптика, проверка статистических гипотез, лазерная поляризационно-оптическая нанодиагностика 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Обзор представляет результаты работ в ИАП 
РАН  по  развитию  лазерных  методов  поляриза-
ционно-оптического анализа конденсированных 
сред.  В  центре  внимания исследований — изу-
чение  возможностей  применения  развиваемых 

методов  для  исследований  магнитооптических 
характеристик  магнитных  наножидкостей  пре-
имущественно  при  малых  концентрациях, обыч-
но  используемых  в  оптических  системах.  Тео-
ретическая  часть  включает  в  себя  сравни-
тельный анализ формирования поляризационных 
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откликов магнитных наножидкостей и ансамблей 
точечных рассеивателей, а также статистический 
анализ полученных экспериментальных результа-
тов. Даны рекомендации по применению скалярной 
и векторной моделей для описания флуктуаций 
анизотропии конденсированных сред и коопера-
тивных эффектов в плотных атомных ансамблях. 

Результаты исследований важны для дальней-
шего изучения возможностей применений магнит-
ных наножидкостей и плотных атомных ансамб-
лей для обработки информации, в оптоэлектрони-
ке, биомедицине и т. д.  

1. ПОЛЯРИЗАЦИОННАЯ РЕГИСТРАЦИЯ  
ЗОНДИРУЮЩЕГО ИССЛЕДУЕМЫЕ ОБЪЕКТЫ 

ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

На рис. 1 показана упрощенная блок-схема, ил-
люстрирующая принцип поляризационно-опти-
ческих измерений, адаптированных применитель-
но к исследованиям поляризационных откликов 
магнитных наножидкостей [1–5]. Излучение лазе-
ра L (λ = 0.63 мкм) проходило через управляемый 
внешним сигналом U(t) модулятор M, помещен-
ный в магнитное поле образец S и анализатор A. 
Падающий на S свет был модулирован по состоя-
нию поляризации. Прошедшее через образец из-
лучение детектировалось фотоприемным устрой-
ством PD, и далее переменный электрический сиг-
нал обрабатывался и отображался в системе 
управления и регистрации R. Линейно разверты-
ваемое во времени поперечное магнитное поле 
H(t) создавалось двухсекционным соленоидом C, 
через который из блока R пропускался медленно 
изменяющийся ток. Кювета с исследуемой жидко-
стью размещалась в разрыве между секциями С.  
В процессе измерений магнитное поле линейно 
сканировалось от –45 до +45 Э.  

В предположении о малости вносимой иссле-
дуемым объектом разности фаз Δ << 1 рад регист-
рируемый сигнал φ ("поляризационный отклик") 
пропорционален Δ, т.е. установка обеспечивала 
возможность измерения величины эффекта двулу-
чепреломления (поляризационного отклика) [2–5]. 
Исследуемый объект представлял собой коллоид-
ный раствор магнетита (Fe3O4) в керосине, полу-
ченный по технологии, широко используемой для 
создания подобных композитов [6]. Из исходного 
раствора с концентрацией твердой фазы 1 об.% 
был подготовлен набор проб с концентрациями 
вплоть до 10–4 об.%. 

2. ИССЛЕДОВАНИЯ ОСОБЕННОСТЕЙ  
ПОЛЯРИЗАЦИОННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК  

МАГНИТНЫХ НАНОЖИДКОСТЕЙ  
В ШИРОКОМ ДИАПАЗОНЕ КОНЦЕНТРАЦИЙ 

Результаты экспериментальных исследований, 
представляющие  собой зависимости наблюдае-
мых  поляризационных  откликов  от  напряжен-
ности  магнитного поля, показаны на рис. 2. Из 
рисунка видно, что при разных концентрациях 
магнитной фазы качественный ход кривых φ(H) 
одинаков. Они похожи на параболы, что не проти-
воречит результатам работ [7, 8], продемонстри-
ровавших квадратичную зависимость отклика 
феррожидкости φ от H в малых полях: φ(H) = 
= a(n)H 2,  где a(n) — коэффициент, зависящий от 
концентрации n.  

 

Рис. 1. Блок-схема измерительной установки. 
L — лазер; M — модулятор; S — образец; С —
двухсекционный соленоид; A — анализатор; PD —
фотоприемное устройство; R — управление и реги-
страция 

Рис. 2. Нормированная величина отклика в зави-
симости от квадрата магнитного поля для разных 
концентраций n. 
1 — n = 1 %, 2 — n = 0.2 %, 3 — n = 0.04 %, 4 — n = 
= 0.01 %,  5 — n = 0.003 %, 6 — n = 0.001 %. 
На вставке: зависимость коэффициента a от кон-
центрации 
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Приведенные данные показывают, что отклики 
регистрируются до n = 10–5, что является демонст-
рацией высокой чувствительности усовершенст-
вованной экспериментальной установки.  

Важный результат выполненных опытов за-
ключается также в обнаруженном сохранении ка-
чественного подобия поведения магнитооптиче-
ских откликов при значительном уменьшении 
концентрации исследуемой магнитной наножид-
кости. Исходя из этого, можно говорить о поляри-
зационной корреляции откликов для разных кон-
центраций. Из полученных данных следует, что 
развиваемый нами подход и его эксперименталь-
ная реализация способны обеспечить очень высо-
кую чувствительность, позволяющую выполнять 
эксперименты с магнитными наножидкостями при 
весьма значительном их разбавлении. Самое силь-
ное разбавление, при котором поляризационные 
отклики были надежно зарегистрированы, соот-
ветствовало концентрации твердой (магнитной) 
фазы 10–6. 

3. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПРОЦЕССОВ 
ФОРМИРОВАНИЯ И РЕГИСТРАЦИИ  
ПОЛЯРИЗАЦИОННЫХ ОТКЛИКОВ  

АНСАМБЛЕЙ ТОЧЕЧНЫХ РАССЕИВАТЕЛЕЙ 

3.1. Плотные ансамбли неподвижных  
точечных рассеивателей 

В этом разделе представлен анализ формирова-
ния поляризационных откликов резонансных и не-
резонансных ансамблей точечных рассеивателей. 
Рассмотрены также основы количественного ана-
лиза магнитооптических откликов феррожидко-
стей.  

Ряд методов оптического детектирования осно-
ван на анализе селективного отражения резонанс-
ного или квазирезонансного света от исследуемой 
среды. Среди различных исследуемых объектов  
в последнее время особое место занимают неупо-
рядоченные атомные ансамбли, движением частиц 
которых можно пренебречь. Это позволяет при 
теоретическом анализе моделировать исследуе-
мую среду набором неподвижных точечных рас-
сеивателей. Подобная модель может быть исполь-
зована, в частности, для описания примесных цен-
тров в твердых телах и холодных, но не вырож-
денных атомных ансамблях, подготовленных в 
специальных атомных ловушках. 

3.1.1. Когерентное зеркальное отражение  
резонансного света от плотного и плоского  
слоев неподвижных точечных рассеивателей 

Одним из основных параметров, определяю-
щих свойства исследуемых сред, является плот-

ность атомов. Для разреженных ансамблей, в ко-
торых среднее межатомное расстояние много 
больше длины волны квазирезонансного излуче-
ния, отдельные атомы можно рассматривать как 
независимые рассеиватели электромагнитного из-
лучения. Наиболее ярко когерентные кооператив-
ные эффекты наблюдаются в таких ансамблях при 
рассеянии вперед [9]. 

Взаимодействие резонансного света с плотным 
ансамблем, имеющим высокую концентрацию 
атомов, имеет ряд важных особенностей. Меж-
атомное диполь-дипольное взаимодействие, ха-
рактерное для таких сред, существенно влияет на 
их оптические характеристики [10]. Коллективные 
эффекты вызывают зависящие от плотности сдви-
ги атомного перехода, а также искажения формы 
спектральной линии [11–13]. Реальная часть ди-
электрической проницаемости плотного атомного 
ансамбля может быть отрицательной в некоторых 
спектральных областях [14, 15]. 

Диполь-дипольное взаимодействие усиливает 
когерентное рассеяние света от плотного атомного 
ансамбля как в обратном, так и в зеркальном на-
правлениях. При этом очень важно, что диполь-
дипольное взаимодействие проявляется по-разно-
му для пространственных областей внутри среды 
и вблизи ее поверхности [16]. В основном за фор-
мирование отраженного пучка отвечают атомы, 
располагающиеся в приграничной области. В ра-
боте [17] мы доказали, что резонансное зеркальное 
отражение от плотного полубесконечного атомно-
го ансамбля когерентно, но отражательная спо-
собность не может быть описана стандартными 
уравнениями Френеля. 

В современных исследованиях большое внима-
ние уделяется плотным, но тонким средам, в част-
ности тонким пленкам. Это внимание связано  
с некоторыми интересными особенностями коопе-
ративных эффектов в таких средах (см., например, 
[18]). Здесь мы исследуем резонансное зеркальное 
отражение от плоского слоя атомной среды в за-
висимости от ее оптической толщины. Это позво-
лит нам, в частности, проанализировать характер 
формирования отраженного сигнала в тонких 
пленках, все атомы которых, по существу, нахо-
дятся в пограничных областях. 

3.1.2. Основы теоретического подхода 
Рассмотрим систему, состоящую из рассеива-

телей (атомов) и света. Ее эволюцию будем опи-
сывать на основе разработанного ранее общего 
квантового микроскопического подхода [19, 20]. 
Этот подход основан на решении нестационарного 
уравнения Шредингера для волновой функции 
объединенной системы, которая состоит из атомов 
и электромагнитного поля, включая вакуумный 
термостат. 
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Рассмотрим V-схему атомных уровней, в кото-
рой основное состояние характеризуется угловым 
моментом J = 0, а возбужденное — J = 1. При этом 
возбужденное состояние содержит три зееманов-
ских подуровня, различающихся проекцией угло-
вого момента на ось квантования z – m = –1; 0; 1. 
Обратим внимание, что очень важно учитывать 
зеемановскую структуру возбужденного состоя-
ния, поскольку обычно применяемая стандартная 
двухуровневая скалярная модель не позволяет 
корректно описать эффекты, связанные с вектор-
ным характером электромагнитного поля. Эти эф-
фекты сильно влияют на рассеяние света в случае 
плотных атомных ансамблей. 

Гамильтониан Ĥ  объединенной системы пред-
ставим в виде суммы 0

ˆ ˆ ˆ,H H V   где 0Ĥ  — сум-
ма гамильтонианов свободных атомов ˆ

aH , га-
мильтониана свободного поля ˆ

fH , а оператор V̂  
описывает взаимодействия атомов. Оператор 
взаимодействия V̂  может быть записан в диполь-
ном приближении 

ˆ ( ).
a

aa
V   d E r

                         
(1) 

В этом выражении da — оператор дипольного мо-
мента перехода атома a; E(ra) — полевой опера-
тор; ra — радиус-вектор, описывающий простран-
ственное положение атома a. Волновую функцию 
объединенной атомно-полевой системы будем ис-
кать в виде разложения по набору собственных 
функций оператора 0Ĥ : {|l >}. 

Предположим, что пробное излучение является 
слабым и когерентным. В квантовой оптике дока-
зано, что слабое и когерентное состояние можно 
аппроксимировать как суперпозицию вакуума и 
однофотонных состояний [21]. Это позволяет ог-
раничить общее число квантовых состояний, учи-
тываемых следующим набором: 

1) g = |g, g, ..., g |  vac  — вакуумное 
состояние (все атомы находятся в основном 
состоянии, и электромагнитное поле находится в 
вакуумном состоянии); 

2) однократно возбужденные атомные 
состояния 

g,...,g, ,g,...,g vac
ae e   ; 

3) резонансные полевые состояния 

g g,...,g ,k   


; 

4) нерезонансные полевые состояния с одним 
фотоном и двумя возбужденными атомами 

g,...,g,e,g,...,g, e, g,...,g ,
a be e k   


. 

Амплитуда состояния g’ не изменяется при 
эволюции системы, потому что переходы в это 
состояние из других состояний, которые прини-
маются во внимание, невозможны. Переход из g’ 
в любое другое состояние также невозможен. Не-
резонансные состояния связаны с отношением не-
определенности Гейзенберга к времени и энергии. 
Эти состояния важны в случае плотных атомных 
ансамблей для правильного описания диполь-
дипольного взаимодействия на коротких меж-
атомных расстояниях. 

Полный набор уравнений для амплитуд состоя-
ний является бесконечным из-за бесконечного 
числа состояний поля. Однако можно выделить 
конечное подмножество уравнений 3N для ампли-
туд однократных возбужденных атомных состоя-
ний. В представлении Фурье — это система ли-
нейных алгебраических уравнений. Ее формальное 
решение может быть записано следующим обра-
зом: 

,

0( ) ( ) ( ).m m m m
a a b bb me e e e

b R b   


                (2) 

Амплитуды однократно возбужденных атом-
ных состояний, заданные уравнением (2), позво-
ляют найти явные выражения для амплитуд ос-
тальных учитываемых в расчете квантовых со-
стояний, а знание всех амплитуд означает знание 
волновой функции и всех наблюдаемых. Здесь ос-
новной интерес представляют характеристики рас-
сеянного излучения, прежде всего его угловое 
распределение. Интенсивность рассеянного света 
рассчитывается как сумма индивидуальных вкла-
дов всех случайно распределенных атомов, поэто-
му для любого фиксированного распределения она 
содержит спекловую структуру. В экспериментах 
измеряется излучение, усредненное по площади 
фотоприемника и интегрированное по определен-
ному временнóму интервалу. Поэтому в расчетах 
выполнено усреднение наблюдаемых по случай-
ным пространственным конфигурациям атомов 
методом Монте-Карло. 

3.1.3. Результаты расчета 
Вначале рассчитано угловое распределение 

рассеянного излучения от плотного, но оптически 
тонкого атомного ансамбля в геометрии плоского 
слоя. Плоскость падения обозначена XZ, угол па-
дения обозначим θ. Концентрацию атомов выбе-
рем равной n = 0.05. Это соответствует среднему 
межатомному расстоянию r = 2.71 (далее в этой 
работе использовано обратное волновое число ре-
зонансного излучения в качестве единицы длины). 
Зондирующее излучение считается точно резо-
нансным со свободным атомом (т.е. его отстройка 
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Δ = 0), а оптическая толщина слоя считается b = 
= 0.2. Оптическая толщина b, как обычно, опреде-
ляется как отношение толщины слоя Lz к длине 
свободного пробега фотона Lph. Последняя связана 
с мнимой частью комплексного волнового числа 
волны, распространяющейся через среду, простым 
уравнением Lph = 1 / [2 Im(k)]. Комплексное вол-
новое число k было рассчитано ранее [15]. 

В результате расчета показано, что мощность 
света, рассеянного в единичном сферическом угле, 
зависит от полярного угла как для s-поляризации, 
так и для p-поляризации зондирующего излуче-
ния. При этом максимум излучения соответствует 
хорошо известному закону отражения, когда угол 
падения равен углу отражения.  

Заметим, что в процессе расчета нами опреде-
лялась как когерентная, так и некогерентная со-
ставляющие рассеянного излучения. Первая полу-
чалась по усредненным значениям напряженности 
рассеянной волны, а вторая — вычитанием коге-
рентного вклада из полной интенсивности. Наш 
анализ показывает, что соотношение между коге-
рентной составляющей и полной мощностью из-
лучения в отраженном сигнале близко к 1 для рас-
сматриваемых здесь параметров. 

Зависимость мощности рассеянного излучения 
от азимутального угла может быть рассчитана 
аналогичным образом. Полная мощность отра-
женного света может быть получена как интеграл 
от углового распределения рассеянного света по 
всему сферическому углу. Эта мощность зависит 
от частоты зондирующего излучения, его поляри-
зации и угла падения, а также размеров образца. 
Наиболее интересным и практически важным, на 
наш взгляд, является зависимость полной мощно-
сти отраженного света от оптической толщины 
слоя. В широком диапазоне она оказалась немоно-
тонной с характерными осцилляциями. При этом 
при малой оптической толщине мощность нарас-
тает, как квадрат оптической толщины. Это может 
быть объяснено тем, что отраженный свет являет-
ся когерентным, поэтому его мощность пропор-
циональна квадрату числа атомов.  

При дальнейшем увеличении оптической тол-
щины наблюдаются колебания, связанные с ин-
терференцией волн, рассеянных различными ато-
мами. Эта интерференция может быть как конст-
руктивной, так и деструктивной — в зависимости 
от толщины слоя. Заметим, что значение мощно-
сти при первом минимуме приблизительно равно 
его асимптотическому значению, при втором ми-
нимуме — даже больше, чем асимптотическое 
значение. Казалось бы, этот результат находится  
в противоречии с данными из [17], где мы проана- 

лизировали частичный вклад тонких слоев, распо-
ложенных на разных расстояниях от поверхности, 
в полную мощность излучения, отраженного от 
оптически толстой среды. Но это не является ре-
альным противоречием, поскольку в настоящей 
работе мы изучаем рассеяние света на целом 
атомном ансамбле и не анализируем вклады час-
тей образца, как в работе [17]. 

Анализ затухания колебаний полной мощности 
в зависимости от оптической толщины показал, 
что амплитуда максимумов уменьшается прибли-
зительно экспоненциально. Для s-поляризации 
показатель экспоненты приблизительно равен α = 
= 0.65 и для p-поляризации α = 0.69. Заметим, что 
α < 1 для обеих поляризаций. По нашему мнению, 
это можно объяснить тем, что коллективные эф-
фекты проявляются по-разному для пространст-
венных областей внутри среды и вблизи ее по-
верхности. В рамках используемого здесь подхода 
рассчитана атомная поляризация с учетом вторич-
ных волн, испускаемых всеми атомами, включая 
волны, распространяющиеся в обратном направ-
лении. 

Отражательная способность R определяется как 
отношение полной мощности отраженного света P 
к P0 — полной мощности света, рассеянного во 
всех направлениях. P0 можно получить, используя 
оптическую теорему. На рис. 3 показана отража-
тельная способность в зависимости от оптической 
толщины. В случае малой оптической толщины 
зависимость R(b) близка к линейной. При даль-
нейшем увеличении оптической толщины наблю-
даем колебания, которые объясняются интерфе-
ренцией волн, рассеянных различными атомами. 
Штрихпунктирные горизонтальные линии указы-
вают на асимптоту. Коэффициент затухания коле-
баний зависимости R(b) составляет α = 1.22 для  
s-поляризации и α = 1.26 для поляризации р. Это 
превышает затухание зависимости P(bz), показан-
ной на рис. 3, почти в два раза. Заметим, что отра-
жательная способность не зависит от размеров 
передней поверхности lx и ly (за исключением слу-
чая, когда эти размеры меньше или сопоставимы  
с длиной волны). Таким образом, результат, пока-
занный на рис. 3, справедлив и в предельном слу-
чае для отражения от среды, бесконечной вдоль 
направлений Х и Y. 

Таким образом, проанализирован характер от-
ражения  резонансного  света от неупорядоченно-
го ансамбля неподвижных атомов, имеющего фор-
му плоского слоя. Плотность атомов рассматрива-
лась большой, так что среднее межатомное рас-
стояние  сравнимо  с  резонансной  длиной   волны 
и длиной свободного пробега фотона. Теоретиче-
ский подход основан на нестационарном уравнении  
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Шредингера для системы, состоящей из атомов и 
электромагнитного поля. Изучено угловое распре-
деление рассеянного излучения. Выполненный 
анализ показывает, что зеркально отраженный 
свет почти когерентен. Основное внимание уделе-
но  зависимости мощности отраженного света P  
и коэффициента отражения R от оптической тол-
щины слоя b. Показано также, что в случае опти-
чески тонкой плиты (b < 1) P ~ b2 и R ~ b. При 
дальнейшем увеличении b наблюдаются колеба-
ния этих величин, обусловленные интерференцией 
электромагнитных волн, рассеянных на различных 
атомах (эта интерференция может быть как конст-
руктивной, так и деструктивной). 

Выполненный здесь микроскопический анализ 
резонансного отражения может быть полезен для 
дальнейшего совершенствования методов оптиче-
ского детектирования, основанных на анализе ко-
герентного рассеяния резонансного света. Полу-
ченные результаты могут быть полезны также для 
случая отражения света от тонких пленок. Исполь-
зуемый здесь подход может быть изменен приме-
нительно к описанию нерезонансного рассеяния 
света от ансамбля точечных рассеивателей. В ча-
стности, плотные ансамбли магнитных наночастиц 
в присутствии магнитного поля представляют 
особый интерес, т. к. внешнее магнитное поле дает 
возможность управления анизотропией среды [5, 
6, 22, 23].  

3.2. Развитие основ количественного анализа 
магнитооптических откликов магнитных  

наножидкостей 
В этом подразделе представлен анализ слабых 

поляризационных откликов ансамблей точечных 
нерезонансных рассеивателей. Даны рекоменда-

ции по применению скалярной и векторной моде-
лей для описания анизотропии ансамблей магнит-
ных частиц. Выполненный далее анализ этой про-
блемы становится в настоящее время особенно 
актуальным, т. к. благодаря развитию высокочув-
ствительных  методов лазерного поляризационно-
оптического анализа появляется возможность изу-
чения поляризационных откликов магнитных на-
ножидкостей при их весьма значительном разбав-
лении в диапазоне, достигающем четырех  и более 
порядков по концентрации  (от 1·10–2  до 1·10–6) [5, 
23].  

3.2.1. Магнитные наножидкости малых  
концентраций 

Двулучепреломление в магнитных наножидко-
стях может быть обусловлено различными про-
цессами [6–8, 24]. Одним из главных принято счи-
тать агрегирование с образованием вытянутых 
вдоль направления магнитного поля структур 
(кластеров). При этом при малой величине кон-
центрации магнитной фазы влияние агрегирования 
должно уменьшаться. Однако, согласно данным 
выполненных нами экспериментов, поляризаци-
онные магнитооптические отклики сохраняют по-
добие при очень существенном изменении кон-
центрации. Наблюдаемое совпадение характера 
зависимостей показывает, что при изменении кон-
центрации природа эффекта остается одной и той 
же.  

Другой причиной появления оптической анизо-
тропии при намагничивании является ориентаци-
онная упорядоченность магнитных наночастиц [7, 
8]. Для магнитных наножидкостей слабой концен-
трации такой механизм мог бы быть, по-
видимому, основным, но в то же время и обуслов-

Рис. 3. Зависимость коэффициента отраже-
ния от оптической толщины плоского слоя. 
1 — s-поляризация, 2 — р-поляризация, 
3, 4 —  асимптоты. n = 0.05,  = 0,  = 17.5° 
 
 0                   1                   2                  3                 4 

0.06 



РАЗВИТИЕ  ПРЕЦИЗИОННЫХ  ЛАЗЕРНЫХ  МЕТОДОВ 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2019, том 29, № 3 

9

ленное полем агрегирование полностью исклю-
чать нельзя. В исследуемых образцах могли при-
сутствовать первичные образования, служащие 
далее центрами зарождения агломератов.  

В целом ряде практически важных случаев 
представляют большой интерес исследования об-
разцов, обладающих малой оптической анизотро-
пией [2, 3, 25–28]. Естественной мерой малости 
при этом может быть соотношение  

                      Δ << 1 рад.                                   (3) 
Здесь Δ — разность набегов фаз зондирующего 
излучения, линейно поляризованного по главным 
осям исследуемого объекта. Исследуемые образ-
цы, удовлетворяющие критерию (3), можно на-
звать "слабыми образцами" или образцами, обла-
дающими "слабой анизотропией". 

Слабые отклики, т.е. отклики, регистрируемые 
от образцов со слабой анизотропией, обладают 
помимо линейности еще одним очень важным 
свойством — аддитивностью: суммарный отклик 
φΣ системы образцов  равен сумме их отдельных 
окликов φi, измеренных независимо [3, 29]: 

φΣ = Σi φi.                                    (4) 
Здесь следует пояснить, что в известной степе-

ни соотношение (4) соответствует скалярной, или 
квазивекторной модели, в которой отклик ансамб-
ля частиц находится сложением всех откликов от-
дельных частиц данного ансамбля. Необходимо 
отметить, что скалярная модель широко использу-
ется и часто, по-видимому, без достаточных осно-
ваний. 

Аддитивность и линейность откликов сущест-
венно упрощают теоретический анализ результа-

тов высокочувствительных поляризационно-опти-
ческих исследований. Например, это дает возмож-
ность выполнить полный анализ переноса поляри-
зованного света в объектах с неоднородной опти-
ческой анизотропией, зондируемых лазерным из-
лучением с глубокой модуляцией поляризации 
[26]. Однако пользоваться скалярной моделью 
можно не всегда. В общем случае необходимо ис-
пользовать векторную модель, учитывающую по-
ляризацию света. Как известно, в таких случаях 
необходимо перемножать матрицы Джонса от-
дельных случайно ориентированных частиц, вхо-
дящих в рассматриваемый ансамбль [3]. 

3.2.2. Аппроксимация для слабых полей  
Учитывая, что зарегистрированные нами поля-

ризационные отклики являются слабыми, будем 
аппроксимировать экспериментальные зависимо-
сти величины отклика магнитных наножидкостей 
от магнитного поля полиномом второй степени [5, 
23, 24, 28, 29]. Предположим, что отклик измерен 
в N точках от i = 1  до i = N, причем каждое изме-
ренное значение отклика y(i) соответствует опре-
деленному значению магнитного поля H(i):  

y(i) = k2·H(i)2 + k1·H(i) + k0.                   (5)  
Индексы коэффициентов k соответствуют сте-

пени полинома. Проведем теперь количественное 
сравнение отклонений аппроксимирующих поли-
номов для результатов экспериментов с магнит-
ными наножидкостями различных концентраций 
[5, 30]. Номера экспериментов (опытов), соответ-
ствующие значения концентрации исследуемых 
наножидкостей и полученные по формуле (5) зна-
чения коэффициентов k  представлены в табл. 1. 

 
 
Табл. 1. Значения концентрации и коэффициентов квадратичной зависимости для каждого эксперимента 

 
Номер 

эксперимента 
Концентрация 

магнитной НЖ,  % 
Коэффициент 

k2 
Коэффициент 

k1 
Коэффициент  

k0 

1 1 0.000332 0.009830 –0.014274 
2 1 0.000323 0.010286 –0.016859 

3 0.2 0.000356 0.009086 –0.029623 

4 0.04 0.000269 0.014139 –0.044834 

5 0.01 0.000344 0.009158 –0.012889 
6 0.003 0.000322 0.009964 –0.010816 
7 0.001 0.000342 0.008901 0.021204 
8 0.0001 –0.000151 0.032268 –0.070467 
9 0.0001 –0.000124 0.028847 –0.070467 
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Для сравнения отклонений аппроксимирующих 

полиномов от экспериментальных данных были 
вычислены евклидовы расстояния между аппрок-
симирующими полиномами и экспериментальны-
ми данными. Вычисленные значения отклонений 
экспериментальных данных от усредненного по-
линома были проверены по критерию Колмогоро-
ва на принадлежность к распределению Гаусса. 
Проверка показала, что гипотеза о принадлежно-
сти этих отклонений к распределению Гаусса под-
твердилась для всех экспериментов кроме экспе-
римента 9. Статистическая гипотеза о подобии от-
клонений экспериментальных данных от усреднен-
ного квадратичного полинома для экспериментов 
1–6 проверялась по критерию Стъюдента [31, 32].  

На рис. 4 представлены графики функций 
плотностей вероятностей отклонений эксперимен-
тальных данных от усредненного полинома для 
экспериментов 1–6. Перед вычислением отклоне-
ний от усредненного полинома из всех экспери-
ментальных данных была вычтена постоянная со-
ставляющая. В качестве постоянной составляю-
щей использовалось среднее значение коэффици-
ента k0, представленного в табл. 1. 

Статистическая гипотеза о равенстве матема-
тических ожиданий экспериментальных данных от 
усредненного полинома второй степени подтвер-
ждается для всех экспериментов, кроме 9–го, со 
стандартным уровнем значимости (significance 
level) 5 %. Данная гипотеза подтверждается для 
указанных экспериментов только для данных, из 
которых вычтена постоянная составляющая.  

4. ОЦЕНКА СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
 ЗНАЧИМОСТИ КОЭФФИЦИЕНТОВ  

РЕГРЕССИИ 

4.1. Реализованные принципы 
В данном разделе обзора освещены основные 

результаты выполненного нами количественного 
анализа статистической значимости коэффициен-
тов регрессии, полученных при полиномиальной 
аппроксимации рассмотренных ранее эксперимен-
тальных данных о магнитном поведении магнит-
ных наножидкостей [5, 33]. 

Отметим, что здесь мы осознанно не делаем ка-
ких-либо физических (модельных) предположений 
о  характере  анализируемых  нами  зависимостей, 

 
 
 

 
 
 

 
 

Рис. 4. Графики функций 
плотностей вероятностей от-
клонений эксперименталь-
ных данных от усредненного 
полинома для измерений в 
экспериментах 1–6 
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Номер 
опыта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Значение  
коэффициента 

корреляции 
0.987 0.988 0.986 0.990 0.986 0.988 0.983 0.977 0.974 

 
 

т.к. вопрос о процессах формирования поляриза-
ционно-оптических откликов магнитных нано-
жидкостей не следует, по-видимому, считать 
окончательно решенным. Единственное априорное 
предположение, сделанное в данной работе, за-
ключается в выборе полиномов в качестве аппрок-
симирующих функций. Это предположение пред-
ставляется достаточно естественным и обосновано 
в работе [5]. 

Далее нами использованы термины "объясняе-
мая" и "объясняющая" переменные, поскольку по-
добная терминология принята в большинстве ли-
тературных источников по регрессионному анали-
зу [34–38]. Величина поляризационного магнито-
оптического отклика исследуемой наножидкости 
является в нашем случае объясняемой (зависимой) 
переменной, а внешнее магнитное поле — объяс-
няющей (независимой) переменной. Данный под-
ход и терминология достаточно оправданы еще и 
по той причине, что для анализа откликов многих 
уникальных объектов часто вообще отсутствуют 
какие–либо надежные модели, позволяющие ко-
личественно описывать наблюдаемые зависимости 
[39–41]. 

4.2. Оценка коэффициентов корреляции  
и детерминации 

Первым этапом оценки значимости коэффици-
ентов регрессии является определение статистиче-
ской связи между зависимой переменной y (от-
клик) и независимой переменной H (магнитное 
поле). Статистическая связь определяется путем 
вычисления коэффициентов корреляции и детер-
минации. Коэффициент корреляции  — это ста-
тистический показатель зависимости двух случай-
ных величин. Коэффициент корреляции   может 
принимать значения от –1 до +1. При этом значе-
ние 0 говорит о нулевой корреляции, а +1 —  
о полной корреляции. Т.е. чем ближе значение ко-
эффициента корреляции к +1, тем сильнее связь 
между двумя случайными величинами. При значе-
нии коэффициента корреляции –1 связь между 
величинами существует, но ее действие противо-
положное по сравнению с действием для величин, 
у которых корреляция положительна. 

В табл. 2 приведены значения коэффициентов 
корреляции между зависимой переменной y (от-
клик) и независимой переменной H (магнитное 
поле) для опытов 1–9 с магнитными жидкостями 
разных концентраций [5, 33]. 

Приведенные в табл. 2 коэффициенты корреля-
ции близки к единице, что дает основание утвер-
ждать о наличии сильной функциональной связи 
(практически неслучайной) между значениями 
магнитного поля H и откликами у. Кроме того, 
указанное утверждение позволяет производить 
дальнейшие исследования значимости коэффици-
ентов регрессии в полиномах, аппроксимирующих 
экспериментальные данные. 

В экспериментальной работе [5] и в работе [33], 
описывающих статистическую методику количе-
ственной оценки подобия откликов магнитных 
наножидкостей различных концентраций на воз-
действие магнитного поля, а также в теоретиче-
ской работе [24] показано, что функциональная 
зависимость величины поляризационного отклика  
(объясняемой переменной) от магнитного поля  
(объясняющей переменной) является нелинейной. 
В связи с нелинейностью рассматриваемой функ-
циональной зависимости сначала, следуя работе 
[36], вычислен коэффициент детерминации. В ре-
зультате  было  получено,  что  этот  коэффициент 
для всех опытов близок или равен 1. Согласно [34, 
36], это дает основание заключить, что зависи-
мость y  от H — сильная, а точность подбора па-
раметров в уравнении регрессии — высокая. 

4.3. Оценка значимости коэффициентов  
корреляции 

Поскольку мы имеем дело со случайными ве-
личинами, то всегда существует вероятность, что 
замеченная нами связь — случайное обстоятельст-
во. Величина выборочного коэффициента корре-
ляции r  является случайной, и ее близость к ис-
тинному значению коэффициента корреляции   
зависит от законов распределения случайных ве-
личин и от объема выборки. Чем ближе величина 
r  к истинному значению коэффициента корреля-
ции  , тем более значимой является его оценка. 

 

Табл. 2. Коэффициенты корреляции между откликами y и значениями магнитного поля H для опытов 1–9 
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Номер 
опыта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Значение 
статистики 

t 
39.03 40.10 37.29 44.25 37.73 40.21 33.55 29.12 27.15 

 
 

 
 
 
Для доказательства того, что влияние магнит-

ного поля на исследуемые феррожидкости являет-
ся неслучайным, нами были проверены соответст-
вующие статистические гипотезы. Для того чтобы 
проверить гипотезы,  необходимо было знать рас-
пределение величины r . Но собственное распре-
деление величины r довольно сложное, поэтому 
для проверки гипотез мы применили статистику t, 
выборочное распределение которой есть распре-
деление Стьюдента с 2n   степенями свободы 
[37]. В табл. 3 приведены значения статистики t 
для коэффициентов корреляции изученных нами 
экспериментальных данных. 

По значениям распределения Стьюдента для  
n – 2 степеней свободы для объема выборки n = 42 
и уровня значимости 0.05 находим tкр (40; 0.05) = 
= 1.68. Поскольку t > tкр для всех опытов, то от-
клоняем гипотезу о равенстве 0 коэффициентов 
корреляции. Другими словами, коэффициенты 
корреляции являются статистически значимыми 
для всех анализируемых нами опытов. 

4.4. Анализ точности определения оценок  
коэффициентов регрессии 

Далее нами были выполнены оценки дисперсии 
отклонений полученных нами экспериментальных 

данных от полиномов различных степеней. При 
этом была использована методика оценок, описан-
ная в работе [38]. В результате установлено, что 
значения оценки дисперсии отклонений данных 
находятся в интервале от 2.7e–3 (линейная функ-
ция) до 7.1e–7 (полином 4–й степени). 

На рис. 5 приведены результаты расчета оценок 
дисперсии отклонений от полиномов различных 
степеней для опытов 1–6. По вертикальной оси 
показаны десятичные логарифмы дисперсий от-
клонений от полиномов, по горизонтальной оси 
показаны степени аппроксимирующих полиномов. 
Цифрами на рисунках обозначены номера экспе-
риментов. 

Полученные данные показывают, что с увели-
чением степени полинома оценки ошибок регрес-
сии уменьшаются вплоть до 4–й степени. Даль-
нейшее увеличение степени нецелесообразно, т.к. 
оно не влечет за собой заметного уменьшения 
ошибок регрессии. 

4.5. Оценка значимости коэффициентов  
полиномов по критерию Фишера 

Критерий Фишера предназначен для оценки то-
го, является ли статистически значимой получен-
ная  методом наименьших квадратов зависимость.  

Табл. 3. Значения статистики t для коэффициентов корреляции опытов 1–9 для аппроксимирующих  
полиномов различных степеней 
 

Рис. 5. Результаты расчета оценок дисперсии 
отклонений от полиномов различных степеней 
для опытов 1–6 
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Степень 
 полинома 1 2 3 4 
Значение 

критического 
уровня 

4.08 3.24 2.86 2.63 

 
 

Исходными данными служат коэффициент детер-
минации R2,  число  параметров k   (для линейной  
зависимости y = ax + b, k = 2) и n — число экспе-
риментальных точек. На их основе рассчитываем 
статистику, или критерий Фишера empF , являю-
щийся отношением объясненной дисперсии вели-
чины y к необъясненной.  

Результаты расчета статистики Фишера (F-
statistics) показывают, что величина F-statistics 
варьируется в пределах от 3.0e+2 (опыт 9) до 
1.4e+6 (опыт 1). В табл. 4 приведены критические 
уровни распределения Фишера для уровня значи-
мости 0.05 полиномов различных степеней.  

Все приведенные значения статистики Фишера 
превышают критические уровни, что позволяет 
утверждать, что вычисленные коэффициенты рег-
рессии статистически значимы. 

Предварительный анализ показывает, что раз-
виваемые здесь подходы оказываются полезными 
и для анализа откликов многих других, часто уни-
кальных объектов и систем [39–43]. 

5. АНАЛИТИЧЕСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ  
ПОЛЯРИЗАЦИОННЫХ ОТКЛИКОВ  
МАГНИТНЫХ НАНОЖИДКОСТЕЙ 

В разделах 3.2 и 4 показано, что выбор полино-
мов в качестве аппроксимирующих функций по-
зволяет описать многие особенности поляризаци-
онных откликов магнитных наножидкостей. Одна-
ко при таком подходе остается открытым вопрос  
о степени применимости известных модельных 
представлений для количественного описания 
экспериментально наблюдаемых магнитооптиче-
ских откликов. Авторами выполнена аппроксима-
ция экспериментальных значений откликов  
из статьи [5] аналитическими зависимостями, по-
лученными на основе модели ориентационной 
упорядоченности магнитных частиц во внешнем 
магнитном поле [7, 8].  

Аналитическая аппроксимация выполнена ме-
тодом наименьших квадратов путем вариации 
двух безразмерных параметров, один из которых 
пропорционален объемной концентрации магнит-
ных наночастиц и не зависит от поля, а второй 

пропорционален энергии взаимодействия частиц  
с внешним магнитным полем и не зависит от кон-
центрации. Полученные в процессе аппроксима-
ции данные указывают на правильный выбор фи-
зической модели и следующей из нее аппроксими-
рующей (аналитической) зависимости, описы-
вающей изучаемые магнитооптические отклики. 
При этом найденные методом аналитической ап-
проксимации значения безразмерных параметров 
дают численные значения соотношений между 
физическими параметрами исследуемой магнит-
ной системы в их взаимосвязи с наблюдаемыми 
поляризационными откликами. В результате появ-
ляется возможность определения одних (неизвест-
ных) физических параметров по зарегистрирован-
ным поляризационным откликам и значениям дру-
гих (известных) параметров. В этом заключается 
значительное преимущество аналитической (мо-
дельной) аппроксимации по сравнению с полино-
миальной. 

Таким образом, развиваемые в работах [2, 3, 5, 
14–16, 22, 23, 26–29, 41, 42] прецизионные методы 
лазерного поляризационно-оптического анализа 
совместно с выполненным в  [30, 33] статистиче-
ским анализом полученных данных являются по 
существу основой поляризационно-оптической 
нанодиагностики (количественной характериза-
ции) магнитных наножидкостей. 

Знание численных значений безразмерных па-
раметров позволяет также сравнивать поляризаци-
онные магнитооптические характеристики систем 
различной природы и состава. Это в свою очередь 
открывает перспективы более широкого, инфор-
мационного подхода к дальнейшему развитию  
и применению высокочувствительных лазерных 
методов сравнительных исследований магнитных 
наножидкостей и других упорядоченных веществ, 
материалов и систем [3, 23, 39–43]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В заключение целесообразно представить ос-
новные результаты, полученные в данной работе. 

1. Обнаружено сохранение характера магнито-
оптических откликов при значительном, состав-
ляющим несколько порядков уменьшении концен-
трации магнитных наножидкостей вплоть до 10–6. 
Это указывает на единый процесс образования 
наблюдаемых поляризационных откликов. 

2. Показано, что в ряде случаев при теоретиче-
ском анализе можно моделировать исследуемую 
среду набором неподвижных точечных рассеива-
телей. Подобная модель может быть использована, 
в частности, для описания примесных центров  
в твердых телах и холодных атомных ансамблей. 

3. Выполненный микроскопический анализ ре-
зонансного отражения может быть полезен для 

Табл. 4. Значения критических уровней распределения 
Фишера для уровня значимости 0.05 для полиномов 
различных степеней 
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дальнейшего совершенствования методов оптиче-
ского детектирования, основанных на анализе ко-
герентного рассеяния резонансного света. Полу-
ченные результаты могут быть использованы так-
же для случая отражения света от тонких пленок. 

4. Согласно статистическому критерию Стъю-
дента, гипотеза о коррелированности (подобии) 
поляризационных откликов исследованных маг-
нитных наножидкостей подтверждается при изме-
нении их концентрации на несколько порядков. 

5. По критерию Фишера установлено, что вы-
численные коэффициенты регрессии статистиче-
ски значимы. Сравнение ошибок регрессии для 
аппроксимирующих полиномов показывает, что 
эти ошибки уменьшаются при увеличении степени 
полинома. Минимальная величина этих ошибок 
достигается для полинома 4-й степени.  

6. Высокочувствительные лазерные методы ко-
личественного поляризационно-оптического ана-
лиза, развиваемые в работах [2–5, 14–16, 22, 23, 
25–29, 41, 42], совместно с выполненным в  [30, 
33] статистическим анализом полученных данных 
составляют по существу основу лазерной поляри-
зационно-оптической нанодиагностики (количест-
венной характеризации) магнитных наножидко-
стей. 

7. Описанные в настоящем обзоре результаты  
в целом показывают состоятельность и перспекти-
вы дальнейшего развития и применения прецизи-
онных лазерных методов высокочувствительного 
поляризационно-оптического анализа для количе-
ственных исследований слабых поляризационных 
откликов конденсированных сред и других объек-
тов и систем. 
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This overview presents the results of studies carried out in the IAP RAS aimed at further development of la-

ser methods of quantitative polarization-optical analysis of condensed matter [1–4]. The main attention is paid 
to the research of the polarization-optical characteristics of magnetic nanofluids in a wide range of concentra-
tions. Experimental data obtained for nanofluids based on magnetite in kerosene show that the developed ap-
proaches and their experimental implementation are able to provide a very high sensitivity, which allows to per-
form experiments with magnetic nanofluids in terms of very significant dilution. The highest dilution in which 
polarization responses were reliably recorded corresponds to the concentration of the solid (magnetic) phase 10–6. 
The obtained data also indicate a common generation process for magneto–optical responses in the studied con-
centration range [5]. 

In the theoretical part of the overview, comparative studies of the polarization properties of diluted magnetic 
nanofluids and ensembles of point-like scatters are described.To describe the interaction of laser radiation with 
resonant ensembles, a microscopic approach has been developed. This approache is based on solution of the 
Schrödinger equation for a joined system consisting of atomic ensemble and electromagnetic field. The devel-
oped approach is used to analyze the nature of the scattering of light by ensembles of impurity centers implanted 
into thin films of a dielectric[6–29]. 

It is established that the hypothesis of similarity of polarization responses of magnetic nanofluids in terms of 
decrease of the magnetic phase concentration by several orders is confirmed by the statistical criterion of the 
Student t-test. By the F-test criterion the calculated regression coefficients at polynomial approximation are sta-
tistically significant, and the regression errors are minimal for the 4th degree polynomials [30–41]. 

An approximation of the polarization responses by analytical dependences obtained on the model of orienta-
tion ordering of magnetic particles in an external magnetic field is described. The analytical approximation was 
performed by the least squares method by varying two dimensionless parameters, one of which is proportional 
to the volume concentration of magnetic nanoparticles and does not depend on the field, and the second is pro-
portional to the interaction energy of particles with an external magnetic field and does not depend on concen-
tration. The data obtained in the process of approximation indicate the correct choice of the physical model and 
the following approximating (analytical) dependence. In this case, the values of dimensionless parameters set by 
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the method of analytical approximation give the numerical values of the relationships between the physical pa-
rameters of the studied magnetic system and their interaction with the observed polarization responses. 

The precision methods of laser polarization-optical analysis developed in the considered works together with 
the performed statistical analysis of the obtained data form the basis of polarization-optical nanodiagnosis 
(quantitative characterization) of magnetic nanofluids.  

The developed approaches make it also possible to compare the polarization magneto-optical characteristics 
of systems of different nature and composition. This, in turn, opens up prospects for a broader, informational 
approach to the further development and application of highly sensitive laser polarization-optical analysis me-
thods for comparative studies of magnetic nanofluids and other ordered substances, materials and systems [42–
43]. 
 
Keywords: laser, polarization-optical analysis, magnetic nanofluids, optoelectronics, magneto-optics, testing of statistical 
hypotheses, laser polarization-optical nanodiagnostics 
 

The work was performed in accordance with State Assignment No. 075-00780-19-02 (theme No. 0074-2019-0007) of the 
Ministry of Education and Science of the Russian Federation. 
  
 

Fig. 1. Block diagram of the measuring unit. 
L — laser; M — modulator; S — sample; C — two-section 
solenoid; A — analyzer; PD — photodetector; R — control 
and registration unit 
 
Fig. 2. The normalized response value depending on the 
square of the magnetic field for different concentrations of 
n. 
1 — n = 1%, 2 — n = 0.2%, 3 — n = 0.04%, 4 — n = 
= 0.01%,  5 — n = 0.003%, 6 — n = 0.001%.  
On the insert: dependence of the coefficient a on the con-
centration 
 
Fig. 3. The dependence of the reflection coefficient on the 
optical thickness of the flat layer. 
1 — s-polarization; 2 — p-polarization; 3, 4 — asymptotes. 
n = 0.05,  = 0,  = 17.5o 
 
Fig. 4. Graphs of probability density functions of deviations 
of experimental data from the average polynomial for mea-
surements in experiments 1–6 
 

 
Fig. 5. The results of calculating the estimates of the va-
riance of deviations from polynomials of various degrees 
for experiments 1–6 
 
Table 1. Values of concentration and coefficients of qua-
dratic dependence for each experiment 
 
Table 2. Correlation coefficients between the responses y 
and the values of the magnetic field H for experiments 1–9 
 
Table 3. The values of the statistics t for the coefficients of 
correlation of experiments 1–9 for approximating polyno-
mials of various degrees 
 
Table 4. The values of critical levels of Fisher distribution 
for 0.05 significance level for polynomials of various de-
grees 
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