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ОБ  ИСПОЛЬЗОВАНИИ  СТРОБОСКОПИЧЕСКИХ  ВЫБОРОК  
ПРИ  АНАЛИЗЕ  ДВИЖЕНИЯ  ИОНОВ  В  КВАДРУПОЛЬНЫХ  

РАДИОЧАСТОТНЫХ  ПОЛЯХ.   
I. КРИТИЧЕСКИЙ  АНАЛИЗ  КОНЦЕПЦИИ 

 
Анализируется новая концепция эффективного потенциала, предложенная М.Ю. Судаковым и М.В. Апац-
кой. Указанная концепция разработана на основе огибающих стробоскопических выборок координат  
и скоростей ионов в радиочастотном квадрупольном поле и представляется весьма интересной. Однако 
предлагаемые формулы не вполне корректны и требуют некоторого уточнения. 
 
Кл. сл.: высокочастотные электрические поля, квадрупольный масс-фильтр, секулярные колебания,  
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ВВЕДЕНИЕ 

Классическая модель псевдопотенциала [1] 
обеспечивает наглядное качественное описание 
движения ионов в радиочастотных электрических 
полях [2–10]. Однако для задач, связанных с ана-
лизом движения ионов в радиочастотных квадру-
полях (квадрупольных фильтрах масс, квадру-
польных радиочастотных ловушках) [11–16], это 
качественное описание является недостаточно 
точным. Имеется объективная потребность в соз-
дании уточненной теории движения ионов в квад-
рупольных радиочастотных электрических полях, 
которая бы соединяла наглядность классической 
псевдопотенциальной модели [1] с улучшенной 
точностью описания (в идеале — с абсолютно 
точным описанием) поведения ионов. Число таких 
попыток, предпринятых в последнее время, доста-
точно велико [17–24]. 

Среди этих теоретических работ выделяется 
публикация [19]. К сожалению, наряду с интерес-
ными и нетривиальными идеями эта публикация 
содержит серьезные неточности, которые мешают 
использовать ее результаты на практике. Данная 
работа посвящена критическому разбору статьи 
[19]. 

ИСХОДНАЯ КОНЦЕПЦИЯ 

Рассмотрим в тезисной форме основные идеи 
публикации [19]. 

1. Исследуется движение иона в квадруполь-
ном радиочастотном поле с электрическим потен-
циалом      2 2 2

0 0 0, ,U x y t U V F t x y r   , где 

,x y  — декартовы координаты; 0r  — радиус апер-
туры между гиперболическими электродами ли-
нейного квадруполя; 0U  — постоянная компонен-
та напряжения; 0V  — амплитуда радиочастотной 
компоненты напряжения;  F t  — периодическая 
функция с периодом 2T    для радиочастот-
ной составляющей напряжения;   — базовая кру-
говая частота радиочастотной составляющей; t  — 
время. В безразмерных координатах движение 
   ,x t y t  иона с массой m  и зарядом e  описыва-

ется уравнениями Хилла [25]: 
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где 2t    — безразмерное время, 

 2 2
0 08a eU m r   и  2 2

0 04q eV m r   — безраз-

мерные параметры,    2f F    — периоди-
ческая функция с безразмерным периодом T    
(безразмерной круговой частотой 2  ). Для 
квадруполя c косинусоидальным радиочастотным 
напряжением    0cos 2f     , где 0  — фаза 
радиочастотного напряжения в момент старта  
иона. Тогда уравнения Хилла (1), (2) превращают-
ся в уравнения типа Матье [26].  

2. Для уравнения (1) вычисляется матрица мо-
нодромии xM  [27–32] с постоянными коэффици-



ОБ  ИСПОЛЬЗОВАНИИ  СТРОБОСКОПИЧЕСКИХ  ВЫБОРОК... 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2018, том 28, № 3 

91

ентами, которая осуществляет сдвиг по времени 
0 T     вдоль фазовой траектории на один 

период радиочастотного напряжения и обеспечи-
вает выполнение равенства 
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,     (3) 

где    d dv x    — безразмерная скорость. 
Матрица монодромии привязана к выбранному 
моменту старта 0  . Если фундаментальное ре-
шение  xX  ,  xV   удовлетворяет начальным 
условиям  0 1xX   ,  0 0xV   , а фундаменталь-
ное решение  vX  ,  vV   удовлетворяет началь-
ным условиям  0 0vX   ,  0 1vV   , то коэффи-
циенты xM  равны  0xx xm X T   , 

 0vx xm V T   ,  0xv vm X T   ,  0vv vm V T   . 
Для коэффициентов матрицы xM  выполнено ус-
ловие 1xx vv uv vum m m m   (условие Лиувилля о со-
хранении фазового объема). 

В соотношении (3) матрица xM  не зависит от 
конкретного решения  x  ,  v   и соответствен-
но от начальных условий 0 0,x v . Однако матрица 

xM  зависит от того, между какими именно точками 
0   и 0 T     выполняется временной сдвиг. 

При изменении точки старта 0  (которое эквива-
лентно изменению начальной фазы 0 ) матрица 
монодромии (3) меняется. Но из-за периодичности 
коэффициентов уравнения (1) для всех точек 

0 0k kT     матрица монодромии (3) будет одной 
и той же, уравнение возвращается в исходное со-
стояние как единое целое при замене 0  на 0k . 

Критерием, что безразмерные параметры ,a q  
соответствуют режиму устойчивости для уравне-
ния (1), служит условие  1 2 1xx vvm m     ,  
а параметр Флоке     1 arccos 2x xx vvm m    
задает безразмерную круговую частоту секуляр-
ных колебаний [27]. Значения   2xx vvm m  и x  
будут инвариантами, они не меняются при изме-
нении матрицы монодромии (3) в результате из-
менения точки привязки 0 . 

3. Пусть момент старта ионов зафиксирован  
как 0 0  , а управление начальной фазой радио-
частотного поля осуществляется с помощью пара-
метра 0 . Стробоскопическая выборка 

 nx x nT  ,  nv v nT   в соответствии с (3) под-
чиняется соотношениям  
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где 0x , 0v  — начальные значения. Из рекуррент-
ных уравнений 
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получаются соотношения 
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где при выводе используются равенства 
1xx vv uv vum m m m   и 2cosxx vv xm m   . Как уже 

отмечалось в предыдущем пункте, хотя по отдель-
ности коэффициенты матрицы монодромии xxm , 

xvm , vxm , vvm  и меняются при изменении парамет-
ра 0  (начальной фазы радиочастотного поля), ве-
личина 2cosxx vv xm m    является инвариантом 
и от 0  не зависит. 

Как показано в [19], при 0x   рекуррентное 
соотношение (6) описывает медленно меняющую-
ся синусоидальную функцию, однако при 1x   
результат представляет собой быстро осцилли-
рующую "пилу", скачками переключающуюся  
от положительных отсчетов к отрицательным  
и обратно. Для упрощения этой картины в [19] 
предлагается использовать знакопеременную 
стробоскопическую выборку  ,n nx v  , именуемую 
в статье огибающей стробоскопических отсчетов 
(что с математической точки зрения не вполне 
верно). Эта выборка задается формулами 

 1 n
n nx x  ,  1 n

n nv v   и описывается рекур-
рентными конечно-разностными соотношениями  

 1

1 1

,
2cos 0.

n n xx n xv

n x n n

v x m x m
x x x



 

  

   

  

  
  (7) 

В предельном случае 1x   конечно-
разностное соотношение (7) будет описывать мед-
ленно меняющуюся синусоидальную функцию. 

Аналогичные соотношения будут выполнены 
для уравнения (2) с заменой безразмерной скоро-
сти    d dv x    на безразмерную скорость 
   d dw y   , матрицы монодромии xM  на 

матрицу монодромии yM , а параметра Флоке 

x  — на параметр Флоке y . В окрестности вер-
шины совместной диаграммы стабильности урав-
нения Матье 0.236993ca  , 0.705996cq   выпол-



А. С. БЕРДНИКОВ, А. Г. КУЗЬМИН, С. В. МАСЮКЕВИЧ  

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2018, том 28, № 3 

92

нены условия 0y  , 1x  , так что уравнения (6) 
предпочтительны для описания движения по ко-
ординате y , а уравнения (7) — для описания дви-
жения по координате x . 

4. С помощью приближенного соотношения 
 2 2

1 12 d dn n nx x x x n n     конечно-разностные 
соотношения (6) преобразуются в континуальное 
дифференциальное уравнение  

   
2

2
2

d
4sin 0

d 2
xx n

x n
n


     (8) 

(где дискретные стробоскопические отсчеты nx , 
известные, вообще говоря, только при целочис-
ленных значениях параметра n , неявным образом 
заменяются гладкой функцией  x n , определен-
ной при любых n ). Дифференциальное уравнение 
(8) интерпретируется авторами работы [19] как 
гармонические колебания в (безразмерной) квад-
ратичной потенциальной яме     2 2

c 1 2U x c x   
с параметром  2sin 2xc  , а сама функция 

 cU x  получает название эффективного потен-
циала (точнее, эффективного потенциала стробо-
скопических отсчетов), который должен с новой 
стороны характеризовать движение ионов в ра-
диочастотном квадрупольном электрическом поле.  

По той же схеме для знакопеременных стробо-
скопических отсчетов получается дифференци-
альное уравнение 

   
2

2
2

d
4cos 0

d 2
xx n

x n
n


  


   (9) 

и безразмерный квадратичный эффективный по-
тенциал     2 2

c 1 2U x c x   с параметром 
 2cos 2xc  , характеризующий знакопере-

менные стробоскопические отсчеты. Следует от-
метить. что с формальной точки зрения и уравне-
ния (6), (8), и уравнения (7), (9) с равной степенью 
строгости и достоверности могут использоваться 
как для описания движения по координате x , так 
для описания движения по координате y , хотя 
авторы публикации [19] используют формулы (6), 
(8) для описания движения лишь по координате x , 
а формулы (7), (9) для описания движения лишь 
по координате y , причем только в окрестности 
вершины первой зоны стабильности. 

5. Детально исследуется частный случай урав-
нений (1), (2), когда    0cos 2f     , где 0  — 
фаза радиочастотного напряжения в момент старта 
иона, а параметры ,a q  выбираются в окрестности 
вершины c 0.236993a  , c 0.705996q   первой со-

вместной зоны устойчивости. В этом случае, со-
гласно [19], 

при 0 0  :  

1x  , 
1

0 1
x

xM
  

   
, 3.7502787x  ;    (10) 

при 0  :  

0y  , 
1
0 1

y
yM

 
  
 

, 6.8213726y      (11) 

(значения 0 0   и 0   выбраны с целью мак-
симизации отклонения от оси квадруполя для тра-
ектории, стартующей на оси квадруполя с единич-
ной скоростью). 

Стробоскопические отсчеты nx , nv  в окрестно-
сти вершины первой зоны устойчивости представ-
ляют собой биения с медленно меняющейся сину-
соидальной огибающей ([19, рис. 3]). Вводятся 
огибающие  X n  и  V n , чтобы выполнялись 

равенства    1 n
nx X n   и    11 n

nv V n  . (Ес-

ли же определять    1 n
nv V n  , как в [19], то 

уравнение   [19, (17)] изменит знак, и это полно-
стью разрушает последующие рассуждения.) Для 

 X n  и  V n  как функций континуального пара-
метра n  из равенств (7) выводятся приближенные 
дифференциальные соотношения 

     
d 11

d
xx

xv xv

X n mV n X n
m n m


  ,      (12) 

     
2

2

d
2 1 cos 0

d x

X n
X n

n
   .      (13) 

Здесь уравнение (13) для  X n  описывает гар-
монические колебания с круговой частотой бие-
ний  b 2 1 cos 2cos 2x x x     . При вы-
полнении условий (10) выполнены приближенные 

равенства  b 1x x     и    1 d d
x

V n X n n


.  

Переход от безразмерных величин к размерным 
имеет вид t nT ,    0x̂ t r X n ,  v̂ t   

   0 2r V n   (здесь учитывается, что реальная 
скорость получается путем дифференцирования  
по t , а безразмерная скорость — путем диффе-
ренцирования по 2t   ). Тогда для функций 
 x̂ t ,  v̂ t , соотносимых с реальным движением 
 x t ,  v t , получаются уравнения 

ˆdˆ
dx

xv
t





,   
2

2
b2

ˆd ˆ 0
d x

x x
t
  ,  (14) 
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где  b b 1 2x x xT     . (Слово "соотноси-
мых" является важным. Поскольку в [19] исполь-
зуется одно и то же обозначение как для функций 
 x̂ t ,  v̂ t , так и для функций  x t ,  v t , есть 

риск непреднамеренного переноса выводов об 
особенностях искусственного движения  x̂ t , 
 v̂ t  на реальное движение  x t ,  v t .) 

Уравнения (14) интерпретируются как гамиль-
тоновы с эффективным гамильтонианом 

     ˆ ˆ ˆ ˆ,x x x x xH p x T p U x  , где ˆ ˆxp mv   
ˆd dxm x t  — обобщенный импульс,  xT p   

2 2 xp m  — кинетическая энергия, 
  2 2

b 2x x xU x m x   — потенциальная энергия,  
а x xm m   — приведенная масса. Теперь "оги-
бающее"  движение  x̂ t  будет движением с мас-
сой xm  в поле потенциальных сил  xU x , а  xU x  
можно интерпретировать как эффективный элек-
трический потенциал нового типа (с поправкой на 
множитель в виде заряда иона) при 1x  .  

Точно так же для безразмерного движения по 
координате y  строится модель стробоскопических 
отсчетов  ny y nT  ,  nw w nT   в окрестности 
вершины первой зоны устойчивости. Здесь 0y   
и нет биений, а есть медленные колебания. Оги-
бающие функции  Y n  и  W n  определяются как 

 ny Y n ,  nw W n , и для континуального ар-
гумента n  из соотношений (6) получаются при-
ближенные соотношения 

     
1d1

d
yy

yw yw

mY n
W n Y n

m n m


  ,   (15) 

     
2

2

d
2 1 cos 0

d y

Y n
Y n

n
   ,   (16) 

где yym , ywm , wym , wwm  — коэффициенты матри-
цы монодромии yM , а y — параметр Флоке для 
уравнения (2). Уравнение (16) для  Y n  описыва-
ет гармонические колебания с круговой секуляр-
ной частотой  s 2 1 cos 2sin 2y y y     . 
При выполнении условий (11) sy y    

и    1 d d
y

W n Y n n


.  

В размерных обозначениях t nT , 
   0ŷ t r Y n ,          0ˆ 2w t r W n  ,       и       для  

"огибающих" функций  ŷ t ,  ŵ t  получаются 
уравнения 

ˆdˆ
dy

yw
t





,   
2

2
s2

ˆd ˆ 0
d y

y y
t

  ,   (17) 

где s s 2y y yT    . Уравнения (17) интер-
претируются как гамильтоновы с эффективным 
гамильтонианом      ˆ ˆ ˆ ˆ,y y y y yH p y T p U y  , где 
ˆ ˆ ˆd dy yp mw m y t   — обобщенный импульс, 

  2 2y yT p p m  — кинетическая энергия, 

  2 2
s 2y y yU y m y   — потенциальная энергия,  

а y ym m   — приведенная масса. Теперь 
"стробоскопическое" движение  ŷ t  будет движе-
нием с массой ym  в поле потенциальных сил 

 yU y , а  yU y  можно интерпретировать как эф-
фективный потенциал при 0y  . 

6. Возможно, стоило бы рассматривать эффек-
тивные потенциалы  xU x  и  yU y  как чисто ма-
тематический трюк. Однако авторы работы [19] 
умело используют их для вычисления аксептанса 
квадрупольного масс-фильтра. Это позволяет при-
дать функциям  xU x  и  yU y  физический 
смысл.  

С этой целью вводится понятие глубины псев-
допотенциальной ямы, которая определяется как 
максимальная кинетическая энергия, при которой 
ион, стартующий с оси квадруполя, еще удержи-
вается радиочастотным полем в пределах аперту-
ры квадруполя. Это важное определение снимает 
многочисленные дискуссии, что следует понимать 
под глубиной псевдопотенциальной ямы при 
больших q  [17–24]. Определяя связь между мак-
симумом траектории  x t ,  v t  и максимумом 
"огибающей"  x̂ t ,  v̂ t , можно определить глу-
бину псевдопотенциальной ямы и тем самым ак-
септанс квадруполя для движения по оси x . Ана-
логичным образом определяется глубина псевдо-
потенциальной ямы и аксептанс квадруполя для 
движения по оси y .  

Ожидается, что в стробоскопических точках 
kt kT  координаты и скорости "огибающего" 

движения  x̂ t ,  v̂ t  с точностью до знака совпа-
дают с координатами и скоростями  x t ,  v t  ис-
тинного движения иона. В частности,   0ˆ 0x x , 

  0ˆ 0v v  , где 0x  и 0v  — начальная координата  
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и начальная скорость для  x t ,  v t . С учетом 
уравнения (14)      ˆ ˆ0 d 0 dxv x t  , что озна-
чает, что эквивалентная "огибающая" траектория 
 x̂ t  должна стартовать с той же начальной коор-

динатой, что и  x t , но с масштабированной на-
чальной скоростью.  

Максимум st
maxx̂  "огибающего" движения  x̂ t , 

 v̂ t  по стробоскопическим точкам kt kT , сов-
падает с максимумом st

maxx  истинного движения 
 x t ,  v t  по стробоскопическим точкам. Можно 

предположить, что стробоскопический максимум 
st
maxx̂  совпадет с максимумом maxx̂ , вычисленным 

по всем точкам "огибающего" движения  x̂ t ,  
а стробоскопический максимум st

maxx  совпадет или 
по крайней мере будет не больше, чем максимум 

maxx , который вычислен по всем точкам истинного 
движения  x t  (оба этих утверждения использу-
ются в [19] в неявном виде и без надлежащего 
обоснования). В свою очередь, величина maxx  не 
должна превышать апертуру квадруполя 0r . Для 
искусственного движения  x̂ t  с уравнениями (14) 

величина  2 2 2
bˆ ˆd d xx t x  будет первым интегра-

лом, где максимальному отклонению  x̂ t  от оси 
квадруполя соответствует условие  ˆd d 0x t t  .  
В итоге глубина псевдопотенциальной ямы 

2
0 0 2E mv  определится из цепочки равенств 
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и будет равной величине  2 2 2
b 0 2x x xD m r   , 

где  b 1 2x x    . Это совпадает с формулой  
[19, (24)], где она выводится из эффективных га-
мильтоновых уравнений движения с приведенной 
массой x xm m  . 

Аналогично с помощью уравнений (17) опре-
деляется глубина псевдопотенциальной ямы для 
оси y . Она равна  2 2 2

s 0 2y y yD m r   , где 

s 2y y  . Это позволяет вычислить макси-

мальные приосевые скорости max 2 xv D m   

и max 2 yw D m  для аксептансов, поскольку на-
чальная фаза 0 0   радиочастотного поля соот-

ветствует траектории с максимальным отклонени-
ем по координате x , а начальная фаза 0   — 
траектории с максимальным отклонением по ко-
ординате y  (обе траектории стартуют с оси квад-
руполя с единичной скоростью). Считая, что ми-
нимаксные аксептансы (минимизированные по 
начальной фазе радиочастотного поля) можно за-
менить на эллипсы с полуосями  0 max,r v   
и  0 max,r w , вычисляются площади аксептансов. 

СЛАБЫЕ МЕСТА КОНЦЕПЦИИ 

Описанная в предыдущем разделе модель вы-
зывает следующие вопросы. 

1) Периодически при выкладках вместо матриц 
монодромии в рабочей точке ,a q  авторы исполь-
зуют матрицы монодромии (10), (11) в вершине 
первой зоны устойчивости c c,a q . Эта замена явля-
ется принципиальным моментом, поскольку толь-
ко тогда в уравнении (12) исчезает вклад члена 

 X n , а в уравнении (15) исчезает вклад члена 
 Y n .  
Однако плохо обоснованный переход от точ-

ных значений к приближенным и обратно (в зави-
симости от удобства выполнения выкладок) ско-
рее всего приводит к систематическим ошибкам  
в конечных выражениях. А именно, стоит ожи-
дать, что при точных вычислениях в конечном 
счете главный член будет пропорционален a   
и q  (где ca a a   , cq q q    — отклонение 
рабочей точки ,a q  от вершины устойчивости 

c c,a q ,), поскольку точно в вершине зоны устойчи-
вости интересующие нас значения (в частности, 
глубины псевдопотенциальных ям) обращаются в 
ноль. Поэтому привнесение ошибок вида ,a q   
на промежуточных этапах является, вообще гово-
ря, неправильным. Конечно, может сложиться так 
удачно, что все "лишние" линейные поправки со-
кратятся и в конечном итоге формулы совпадут  
с теми, которые приводятся в [19], но этот факт 
нуждается в аккуратной проверке. 

2) Оценка максимума истинной траектории  
по стробоскопической выборке может оказаться 
сильно заниженной, если истинный максимум 
достигается в промежуточных временн�х точках. 
Действительно, нет никакой гарантии, что когда 
начальная радиочастотная фаза выбирается так, 
чтобы обеспечить максимально возможное откло-
нение от оси для траектории, стартующей строго 
на оси с единичной скоростью, то этот максимум 
будет достигаться именно в одной из стробоско-
пических точек. Но если это так, то тогда оценка 
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глубины псевдопотенциальной ямы по стробоско-
пической выборке становится сильно завышенной.  

Для косинусоидального квадруполя максимум 
траектории, стартующей в окрестности вершины 
зоны устойчивости с единичной скоростью с оси 
квадруполя, достигается для начальных фаз 0 0   
и 0  , и для этих начальных фаз действительно 
совпадает с максимумом стробоскопической вы-
борки и достигается в той же точке (рис. 1, а и б). 
Но этот факт является лишь удачным совпадени-
ем, поскольку для других радиочастотных сигна-
лов и других начальных условий (см. рис. 1, в и г) 
это не так. 

3) Оценка максимума стробоскопической вы-
борки по максимуму ее непрерывного продолже-
ния  на  континуальные  значения  дискретного 

 параметра n  может оказаться завышенной (стро-
боскопическая выборка — лишь узкое подмноже-
ство допустимых континуальных значений, см. 
рис. 2). Этот недостаток концепции не слишком 
критичен, т. к. если отношение секулярной часто-
ты к основной частоте в достаточной степени ир-
рационально, данный эффект пренебрежимо мал 
(см. далее). Поэтому значительное отклонение 
дискретного максимума от его оценки через не-
прерывный максимум есть только для окрестно-
стей "магических" значений  , когда отношение 
секулярной частоты к базовой частоте равно от-
ношению двух небольших целых чисел [23, 33].  
У авторов [19], впрочем, обоснование близости 
дискретного и непрерывного максимумов отсутст-
вует, и на возможность возникновения этой про-
блемы они не обращают внимания.  

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
Рис. 1. Максимум истинной непрерывной траектории (A) и максимум стробоскопической выборки (B) в зави-
симости от начальной фазы радиочастотного напряжения при 235.0a , 705.0q  для разных начальных 
условий.  
а — 0 00, 1;x x    б — 0 00, 1;y y    в) — 0 01, 0;x x    г) — 0 01, 0y y   
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Рис. 2. Стробоскопическая выборка синусоидальной функции (а) и сопоставление бесконечной стробоскопи-
ческой выборки с эквивалентными точками отдельно взятого периода синусоидальной функции (б) 

 
 
 
Рассмотрим эту проблему. Непрерывное про-

должение стробоскопической выборки на конти-
нуальные значения дискретного параметра n  
представляет собой синусоидальную функцию 
либо с периодом биений b b2T   , либо с пе-
риодом секулярных колебаний s s2T   . Если 
отношение периода радиочастотных колебаний 

2T    к bT  либо к sT  в достаточной степени 
иррационально, а *t  — момент времени, в который 
непрерывное продолжение достигает максимума, 
то существуют такие целые числа 1k , 2k , что 1k T  
и * 2 bt k T  либо * 2 st k T  отличаются друг от друга 
сколь угодно мало. (Для двух целочисленных ре-
шеток ff k T  и gg k T  с несоизмеримыми пе-
риодами fT , gT  при их наложении друг на друга 
всегда найдутся сколь угодно близко совпадаю-
щие узлы [34–36]). Значит, имеются стробоскопи-
ческие точки, которые отличаются от максимумов 
непрерывной синусоиды сколь угодно мало, так 
что оценка максимума дискретной выборки через 
максимум непрерывной функции будет состоя-
тельной.  

Если отношение периодов периодических ре-
шеток, накладывающихся друг на друга, не явля-
ется иррациональным числом, а представляет со-
бой несократимую дробь вида k/n (k < n), то мини-
мальное расстояние между отсчетами двух разных 
решеток, ближайших друг к другу, равно T/n, где 
T — наибольший из двух периодов. Если n доста-
точно велико, то максимум непрерывной синусои-
ды отличается от максимума дискретной выборки 
непрерывной синусоиды, выполненной с шагом 
π/n, меньше чем на π2/(8n2), т. е. на весьма не-
большое число. В случаях же, когда отношение 
периодов bT T  либо sT T  является рациональной 

дробью с небольшим знаменателем, оценка мак-
симума истинной траектории по максимуму не-
прерывной интерполяции секулярного движения 
может оказаться неверной. Примеры таких исклю-
чительных случаев приводятся в [21, 33]. 

4) Оценка аксептанса квадруполя по предла-
гаемой авторами методике неверна и является 
сильно завышенной. А именно минимаксный ак-
септанс представляет собой пересечение индиви-
дуальных эллиптических аксептансов, соответст-
вующих разным начальным фазам радиочастотно-
го поля, причем в силу симметрии системы это 
пересечение представляет собой симметричную 
фигуру, вытянутую вдоль главных фазовых осей 
[12, 13, 21]. При некоторой удаче эту фигуру, не 
являющуюся, вообще говоря, эллиптической, 
можно с приемлемой точностью заменить на эл-
липс с главными осями, ориентированными вдоль 
координатных осей фазовой плоскости. Главная 
ось такого фазового эллипса для оси скоростей 
определяется через глубину псевдопотенциальной 
ямы, и здесь ошибок у авторов нет. Однако ниот-
куда не следует, что главная ось такого фазового 
эллипса для оси координат равна апертуре квад-
руполя 0r . Действительно, она и не будет равна 
апертуре квадруполя, поскольку (см., например, 
[21]) при приближении к дальней границе зоны 
устойчивости, соответствующей параметрическо-
му резонансу, этот параметр стремится к нулю.  

Для корректного расчета аксептанса необходи-
мо вместе с понятием глубины псевдопотенциаль-
ной ямы ввести понятие ширины псевдопотенци-
альной ямы [21, 24] — максимального начального 
смещения от оси квадруполя, при котором ион, 
стартующий с нулевой кинетической энергией, 
еще удерживается радиочастотным полем в преде-
лах апертуры квадруполя. Очевидно, что при не-
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нулевых q  на границе зоны устойчивости ширина 
псевдопотенциальной ямы стремится к нулю: при 
малейшем смещении от оси ион тут же раскачива-
ется радиочастотным полем и быстро выходит  
за пределы электродов. Вычислив ширину псевдо-
потенциальной ямы с помощью предложенной 
авторами модели, можно было бы получить более 
состоятельную оценку аксептанса. Но авторами 
работы [19] это не сделано. 

5) Авторы берут стробоскопическую выборку 
отсчетов ,n nx v  либо ,n ny w , строят для нее гладкие 
огибающие    ,X n V n  и    ,Y n W n , распро-
страняя их на континуальные значения параметра 
n, после чего выводят для огибающих приближен-
ные дифференциальные уравнения (12), (13)  
и (15), (16). Нет никаких гарантий, что функции 

   ,X n V n  и    ,Y n W n , полученные как точ-
ные решения уравнений (12), (13) и (15), (16), все 
еще совпадают при целочисленных значениях па-
раметра n  с точными отсчетами ,n nx v  и ,n ny w .  

Как будет показано далее, это не предположе-
ние, а факт. Для координаты x  при выборе конти-
нуального параметра n    в качестве незави-
симой переменной (в силу того, что при целочис-
ленных n  дискретные отсчеты связаны соотноше-
нием n nT n   ) точная интерполяция стробо-
скопических биений представляет собой синусои-
дальные колебания с частотой  1 x  , а не с 
частотой  2cos 2x , как в работе [19]. Соответ-
ственно, для координаты y  точная интерполяция 
стробоскопических секулярных колебаний пред-
ставляет собой синусоидальные колебания с час-
тотой y , а не с частотой  2sin 2y , как в ра-

боте [19]. В результате функции    ,X n V n   
и    ,Y n W n  весьма быстро расходятся с истин-
ными стробоскопическими отсчетами. Как ни 
странно, при этом ошибка в итоговых формулах 
для псевдопотенциальных ям не столь велика, как 
могла бы быть: при малом изменении частоты 
максимальный размах синусоидальных колебаний 
также меняется мало, хотя, конечно, такая сину-
соида уже не проходит через исходные стробоско-
пические отсчеты ни в каком смысле.  

Причиной ошибки является переход от конеч-
но-разностных соотношений к дифференциальным 
соотношениям при отсутствии надлежащего обос-
нования этой операции. Вопреки ожиданиям здесь 
вместо "малых" различий между дискретными  
и континуальными уравнениями можно легко по-
лучить глобальное и концептуально значимое раз-
личие [37]. Так, например, хорошо известно, что  
в результате похожей операции классическое вол-

новое уравнение перестает быть инвариантным 
относительно преобразования Галилея [38], хотя 
исходные механические уравнения, из которых 
оно выводится, как и положено, относительно 
преобразования Галилея инвариантны. 

6) Утверждение авторов, что начальная фаза, 
при которой обеспечивается максимум ускорения, 
автоматически приводит к тому, что и отклонение 
траектории иона от оси квадруполя при такой на-
чальной фазе будет максимальным, не выдержива-
ет никакой критики. Тот факт, что для косинусои-
дального квадруполя фаза 0 0   для координаты 
x  действительно соответствует максимальной 
траектории, стартующей с оси квадруполя с еди-
ничной начальной скоростью, а фаза 0   дейст-
вительно соответствует аналогичной траектории 
для координаты y  (см.  рис. 1, а,  б), является не 
более чем случайным совпадением, специфичным 
для косинусоидального сигнала и для траекторий, 
стартующих с оси квадруполя. 

7) Исследуются диаметрально противополож-
ные предельные случаи, когда определяющим яв-
ляется эффект секулярных колебаний ( 0  ), ли-
бо эффект биений ( 1  ). Что следует выбирать 
для промежуточных вариантов и можно ли ис-
пользовать эту теорию для произвольных точек 

,a q ,  остается загадкой. В результате модель пло-
хо соотносится с титулом "концепция". А именно, 
она применима лишь для вершины первой зоны 
устойчивости, лишь тогда, когда матрица моно-
дромии имеет специфическую форму и в текущем 
варианте лищь для косинусоидального радиочас-
тотного напряжения. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Во второй части этой работы будут рассмотре-
ны способы, с помощью которых может быть вос-
становлена корректность этого интересного теоре-
тического метода анализа движения ионов в ра-
диочастотных квадрупольных полях. Для приве-
денных в публикации [19] формул будут предло-
жены исправленные варианты. 

Данная работа выполнена в рамках Гос. задания 
№ 007-00229-18-00 для ИАП РАН. 
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A new concept of effective potential, proposed by M.Yu. Sudakov and M.V. Apatskaya, is analyzed. The 

said concept is based on the envelopes of stroboscopic samples of coordinates and ion velocities in a radio-
frequency quadrupole field and seems rather interesting. However, it is shown that the proposed formulas are 
not completely correct and require some elaboration. 
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