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О  РАССЕЯНИИ  ЗВУКА  НА  НЕУПРУГОМ  ШАРЕ  
ПРОИЗВОЛЬНОГО  РАДИУСА.   

ФАКТОР  ЭФФЕКТИВНОСТИ  РАССЕЯНИЯ 
 

Рассматривается рассеяние акустической волны на одиночном неупругом жидком шарике. Для вывода не-
обходимых выражений используется математическая техника, характерная для теории рассеяния частиц. 
Приводятся выражения для поля и амплитуды рассеяния шарика, а также адаптированный к акустическому 
случаю принятый в оптике интегральный параметр рассеивателя — фактор эффективности рассеяния. По-
лученные результаты для одиночного включения при определенных условиях легко распространяются  
на ансамбли частиц, а фактор рассеяния может быть полезен при оценке суммарной интенсивности рассеян-
ного поля при наличии в среде большого числа хаотично взвешенных включений. Приведены примеры рас-
чета фактора эффективности рассеяния для конкретных параметров, которые сравниваются с оптическими 
аналогами. Полученные результаты могут быть полезны в теории и практике радиационного давления звука 
на ансамбли частиц. 
 
 
Кл. сл.: амплитуда рассеяния, неупругий шар, сечение рассеяния, фактор эффективности рассеяния,   
ансамбль частиц 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Теория рассеяния полей и частиц очень под-
робно разработана, и ее библиография насчитыва-
ет множество монографий и статей. Особенность 
теории рассеяния в том, что методы, разработан-
ные в той или иной области ее применения, посте-
пенно успешно востребуются в других ее облас-
тях. Такие термины, как "амплитуда рассеяния", 
"сечение рассеяния", "фактор эффективности рас-
сеяния", "экстинкция", "оптическая теорема"  
и целый ряд других утвердились практически  
во всех подразделах теории рассеяния. Это позво-
ляет говорить о теории рассеяния, как о единой 
теории, использующей сходные методы и в теории 
рассеяния волновых полей и в теории рассеяния 
частиц. 

Ранее автор обращался к различным аспектам 
теории рассеяния (см., например, [1–5] и др.). Эта 
тема важна еще тем, что находит свое применение 
в различных прикладных задачах научного прибо-
ростроения, в частности, при расчете радиацион-
ного давления на одиночных частицах (см., на-
пример, [6–8]). Рассмотрение такой интегральной 
характеристики рассеянного поля, как фактор рас-
сеяния, может существенно упростить изучение 
механизма силового воздействия звука не только 
на одиночные частицы, а и на их ансамбли. 

Поле рассеяния неупругой сферы хорошо изу-
чено. Так, еще в работе [9, §296], первое издание 

которой датируется 1879 г. рассматривается рас-
сеяние плоской волны на жидкой сфере. В на-
стоящей работе на примере расчета амплитуды 
акустического рассеяния на неупругом шаре при-
меняется методика, принятая первоначально  
в квантовой механике (см., например, [10]), а за-
тем рассчитывается фактор эффективности рас-
сеяния этой сферы, принятый, например, в теории 
рассеяния света (см., например, [11–14] и др.). 

ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Целью работы является получение методами, 
принятыми в квантовой механике, аналитического 
выражения для амплитуды рассеяния с последую-
щим получением выражения для сечения рассея-
ния шарика и тем самым выражения для фактора 
эффективности рассеяния, используемого, в част-
ности, в теории Ми [15] рассеяния электромагнит-
ных волн на однородном шаре. 

АМПЛИТУДА РАССЕЯНИЯ  
НЕУПРУГОГО ШАРА 

В задачах акустического рассеяния в качестве 
первичной волны рассматривается плоская волна 
единичной амплитуды и нулевой фазы в начале 
координат, куда помещен рассеиватель. Вследст-
вие наличия включения возникает поле рассеяния, 
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которое в сумме с первичным полем образует ре-
зультирующее поле. Полагаем, что первичное по-
ле характеризуется парой  0 0, ,pv  рассеянное — 
парой  , ,s spv  а суммарное (результирующее) 
поле — парой  , pv . Здесь v  — вектор колеба-
тельной скорости; p  — акустическое давление; 
индексы 0  и s  характеризуют соответственно 
первичное и рассеянное поля; величины без ин-
дексов характеризуют результирующее поле. При 
этом подразумевается, что  

0 s v v v , 0 sp p p  . 

Задачу акустического рассеяния обычно рас-
сматривают для случая идеальной жидкости в ли-
нейном приближении. 

Пусть в жидкой среде, характеризуемой 
скоростью звука c  и плотностью  , в начале ко-
ординат расположен шарик радиусом a  плотно-
стью 1  и скоростью звука 1c . Заметим, что  
в жидкой среде эти два параметра среды полно-
стью определяют ее свойства, принимаемые в ли-
нейной акустике — сжимаемость и плотность. 
Дальнейшее изложение будет основано на пере-
ложении в акустическую область соответствую-
щих квантово-механических результатов [10]. 

Формализуем задачу. Пусть шар занимает об-
ласть   с центром в начале координат. Однород-
ное пространство характеризуется парой  ,c , 
однородный шар — тройкой чисел  1 1, ,a c . То-
гда в случае гармонического поля с угловой часто-
той   уравнение для звукового давления p запи-
шется в виде (см., например, [1])  

 2 2 0p k n r p   .        (1) 

Здесь  , ,r    — сферические координаты; 
/k c  — волновое число среды; 1 1/k c  — 

волновое число включения; 1/n c c  — показатель 
преломления, в нашем случае  

1/ ,  [0, );
1,        ( , ).
c c r a

n
r a


   
 

Таким образом, внутри шара уравнение (1) за-
пишется так 

2
1 0p k p    . 

Первичная плоская волна имеет вид i
0 ,kzp e  

которая в разложении по сферическим функциям 
имеет вид [10, с. 222] 

 

     i i cos
0

0

1 i 2 1 j cos ,kz kr l
l l

l
p e e l kr P

kr
 





       (2) 

где  jl kr  — сферические функции Бесселя1) (на-
зываемые также функциями Риккати—Бесселя) 

   1/ 2j J
2l l
krkr kr

 ; 1/2Jl  — цилиндрическая 

функция Бесселя полуцелого порядка;  coslP   — 
полиномы Лежандра. 

Найдем решение в области  . Радиальная со-
ставляющая решения  R kr  в области Ω подчиня-
ется уравнению [16, с. 433] 

 2 2
12 2

11 d d 0
d d

l lRr k R
r r r r

        
   

, 0,1,2...l   

Конечное решение  lR kr в ограниченной об-
ласти   определяется в виде  1lR k r   

 1/2 1 1J /l k r k r , где  1/2 1Jl k r  — подчиняется 
уравнению 

   

   

2
1/2 1 1/2 1

2

2
2

1 1/2 12

d J d J1
d d

1/ 2
d J 0.

l l

l

k r k r
r r r

l
k k r

r

 



 

 
   
  

 

В области   по аналогии с анзацем (2) и с вы-
ражением в [10, с. 223] решение запишем в виде 

 

                                                
1) Обычно сферические функции Бесселя определяются 
так (см., например, [16, с. 433])  jl kr   

 1/2/ 2 J lkr kr   с асимптотикой  lim jlkr
kr


  

1 1sin
2

kr n
kr

   
 

. Представленная выше в тексте 

сферическая функция определена в [10] для удобства, 
т. к. при kr   остается конечной с пределом 

1sin
2

kr n  
 

. Очевидно, что      j j /l lkr kr kr ,  

и в этом случае (2) перепишется в виде 

     0
0
i 2 1 j cosl

l l
l

p l kr P 




   , что касается и всех по-

следующих разложений, где фигурирует агрегат 
   j /l kr kr . 
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     

     

1
01

1
01

1 i 2 1 j cos

1  i 2 1 j cos ,

l
l l l

l

l
l l l

l

p l k r P
k r

k l k r P
kr k

 

 









  

 






 

где l  — константы, определяемые краевыми ус-
ловиями задачи рассеяния. 

Вне сферы   решение записывается [10, 
с. 223] 

 

       

0
0

1

1 i 2 1

1j h cos ,
2

l
s

l

l l l l

p p p l
kr

kr kr P 





    


      



   (3)

 

где sp  — давление в поле рассеяния; 

       1 1
1/2h H

2l l
krkr kr

  — сферическая функция 

Риккати—Ханкеля первого рода;2) l  — искомые 
коэффициенты. 

На границе шара r a  должны выполняться 
краевые условия для идеальной среды: равенство 
давлений на границе r a  — 

r a r a
p p

 
  и нор-

мальных компонент скорости  r rr a r a
v v

 
 , где 

1
ir

pv
r





, а 
1

1
ir

pv
r




  (это следует из урав-

нения Эйлера p
t

   

v ). Запишем эти условия. 

Условие равенства давлений дает 

       11
1

1j j h ,
2

0,1,2,...,

l l l l l
kk a ka ka
k

l

    
 


         (4) 

а условие равенства нормальных составляющих 
скоростей дает 

 

     

1

1

1
1

j1

j h1 1 ,
2

0,1,2...

l
l

r a

l l
l

r a

k r
r

kr krk
k r r

l
















  
  

   


      (5) 

Введем, следуя [10, с. 223], обозначение лога-
рифмической производной применительно  

                                                
2) См. предыдущую сноску по поводу функции  jl kr . 

к функции  1jl k r :  1d ln j
d ln

l
l

r a

k r
L

r


 
  
 

. С введе-

нием lL  пропадает необходимость определения 
констант l  [10, с. 223], поскольку lL  от этих 
констант не зависят. После очевидных действий 
получаем 

 
 

 

       

1 1

1

1 1
1 1

1 1

d ln j d j
d ln j d

j ' j ' ,
j j

0,1,2...,

l l
l

lr a r a

l l
l l

k r k rrL
r k r r

k a xk a x
k a x

l

 

  
         

 



 

где 1 1x k a , а  1j 'l x  означает производную  
по 1k r  в точке 1 1x k a . Разделив левую часть (5) 
на левую часть (4) (при этом l  сокращаются), 

получаем 
 

 1

1 1

j1
j

l

l r a

k r
k a r






. После очевидных 

действий получаем 

 
   

 
1 1 1

1 1 1 1 1

j j '1 1
j j

l l
l

l lr a

k r k a k a
L

k a r a k a a  



 


. 

Окончательно после деления (5) на (4) получаем 

 
     

     

1

1
1

1

1j ' h '
2 ,1j h
2

0,1,2..., .

l l l

l

l l l

x x
L x x

x x

l x ka


 






 

 (6) 

Здесь штрихи означают производную по kr . Из 
(6) получаем для l : 

 
   

       

   

       

1

1 11

1

1 11

j ' j
2

h h '

j j '
2 ,

h h '

0,1,2...

l l l

l

l l l

l l l

l l l

x x L x
x

L x x x

L x x x

L x x x

l












 




 





   (7) 

Вводя обозначение 1m 


  для отношения 

плотности включения к плотности среды, получа-
ем окончательно 
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       
         

1
1 1

1

j j '
2 ,

h h '
0,1,2...

l l l
l

l l l

L x x xm x
x

L x x xm x
l




 




           (7а) 

Из сравнения (2) и (3) определяется поле рас-
сеяния 

       1

0

1 1 i 2 1 h cos .
2

l
s l l l

l
p l kr P

kr
 





   (8) 

Асимптотика функций    1hl kr  такова [10, 
с. 224]:  

     1 1 ilim h i l kr
lkr

kr e 


 .    (9) 

Подстановка (9) в (8) и выделение коэффици-

ента перед функцией 
ikre
r

 дает выражение для ам-

плитуды рассеяния  f   (см. [10, с. 224]) 

     
0

1 2 1 cos ,
2i l l

l
f l P

k
  





     (10) 

все величины l  в котором уже известны и приве-
дены в (7). 

Слагаемые    2 1 cosl ll P   характеризуют 
мультиполи l -го порядка; например, 0,1,2l   от-
вечают соответственно монополю, диполю и квад-
руполю. Приведем для 0,1,2l   выражения lP : 

0 1P  , 1 cosP  ,  2
2 3cos 1 / 2P   . 

СЕЧЕНИЕ РАССЕЯНИЯ 

Сечение рассеяния определяется отношением 
суммарного потока рассеянной звуковой энергии  
к интенсивности звука в падающей (первичной) 
волне. Найдем суммарный поток рассеянной зву-
ковой энергии для рассматриваемого случая. Из-
вестно, что интенсивность или сила звука (как и 
интенсивность света) — это средняя по времени 
энергия, переносимая звуковой волной через еди-
ничную площадку, перпендикулярную к направ-
лению распространения волны, в единицу време-
ни. Для периодического звука усреднение произ-
водится либо за промежуток времени, больший по 
сравнению с периодом, либо за целое число пе-
риодов. Для плоской гармонической бегущей вол-

ны интенсивность звука I  равна 
2

2
p

I
c

 , где  

p  — амплитуда звукового давления, c  — вол-
новое сопротивление среды [17, с. 159]. 

Согласно (8)–(10) имеем для давления поля 

рассеяния в дальней волновой зоне  
ikr

s
ep f
r

 . 

В дальней волновой зоне годится допущение  
о плоскости фронта волны, поэтому на сфере ра-

диуса r  интенсивность I  равна 
2

2s

p
I

c
   

  2

22
f

cr



 .3) Тогда суммарный поток рассеянной 

звуковой энергии получается интегрированием sI  
по площади сферы S  радиуса r  

 
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2
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2S

f
r f
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Подставляя в последний интеграл выражение 
для  f   из (10) имеем 
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Учитывая ортогональность полиномов Лежан-
дра на интервале  0,  ,4)  получаем оконча-
тельно для суммарного потока рассеянной звуко-
вой энергии 
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Интенсивность первичной волны 0I  с учетом 
того, что амплитуда давления принималась 0 1p   

                                                
3) Здесь и далее процедура 2p  означают *pp , где *p  
означает комплексное сопряжение величины p . 

4)    
0

2cos cos sin d ,
2 1l m lmP P

l



    
   

где 0,  ,
1,  lm

l m
l m




  
 — дельта-символ Кронекера. 
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(см. (2)), равна 0
1

2
I

c
 . Тогда сечение рассеяния 

рассчитывается из отношения 
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Приведем выражение (11) к размерности пло-
щади, которую имеет величина сечения рассеяния. 
Поскольку величины l , являющиеся функцией от 
x ka , безразмерны (см. (7а)), то стоящая в (11) 
сумма также является безразмерной. Выражая  
в (11) 2 2 2/k x a , перепишем (11) в виде 

   
2

2
2

0
2 1s l

l

ax l
x


 




  .   (11а) 

В этом случае  s x  уже имеет размерность пло-
щади (величина x ka  также является безразмер-
ной). 

Функция фактора эффективности рассеяния 

2
s

sK
a



 , принятая ранее в теории Ми, записыва-

ется в безразмерном виде 

    2
2 2

0

1 2 1s
s l

l
K x l

a x









      (12) 

и может использоваться и в звуковом рассеянии 
при оценке интегральных свойств рассеивателя. 
Как видно из (12), величина   0sK x  . 

Таким образом, приведены точные выражения 
для оценки поля рассеяния на одиночном шарооб-
разном включении при его облучении плоской 
гармонической звуковой волной. Следует ожи-
дать, как и в случае рассеяния света, что результа-
ты рассеяния на мелких нешарообразных включе-
ниях достаточно точно описываются приведенной 
теорией. Как и в случае рассеяния света, все при-
веденные выражения легко экстраполируются  
на случай наличия в первичном акустическом поле 
множества однотипных частиц. Так, если расстоя-
ния между шариками велики по сравнению с их 
радиусом, а локализованы они хаотично, то сум-
марная интенсивность рассеянного поля получает-
ся в виде суммы парциальных интенсивностей 
всех шариков (см. [18, c. 635] и др.). 

ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА ФАКТОРА  
ЭФФЕКТИВНОСТИ РАССЕЯНИЯ 

Ниже на рис. 1 и 2 представлены результаты 
расчетов фактора эффективности акустического 
рассеяния для двух жидких шаров, помещенных  
в воздушную среду. Параметры среды характери-
зуются скоростью звука 331c  м/с и плотно-
стью 1   в относительных единицах (результи-
рующие выражения зависят только от частного 

1/  , поэтому плотности можно задавать в отно-
сительных единицах); радиус шарика был принят 

410a  м; скорость звука в материале шарика 
1 500c   м/с; плотность шарика была принята 
1 1.1   (рис. 1) и 1 1.5   (рис. 2). Результаты 

расчета фактора эффективности рассеяния  sK x  
для обоих случаев представлены  на рис. 1 и 2. На 
рис. 3 представлен пример из области рассеяния 
света на шарообразном включении (источник [11, 
с. 610]). 

По оси абсцисс на всех рисунках отложен па-
раметр Ми x ka  (на рис. 3 он обозначен через 
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Рис. 1. Расчет фактора эффективности рассеяния для 
жидкого шарика с 1 1.1   
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Рис. 2. Расчет фактора эффективности рассеяния для 
жидкого шарика с 1 1.5   
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q ). По оси ординат представлены значения фак-
тора эффективности рассеяния  sK x . Отметим, 
что в электромагнитном случае вторым парамет-
ром, влияющим на поведение  sK x  является не 
отношение плотностей среды и шарика, а отноше-
ние показателей преломления среды и шарика. 

Из рисунков видна схожесть поведения функ-
ции  sK x  в акустическом и оптическом случае. 
Кроме того, из рис. 1 и 2 видно, что возмущение 
плотности шарика на 36 % практически не ведет  
к возмущению функции  sK x . При рассматри-
ваемых параметрах видно, что графики асимпто-
тически стремятся к постоянному значению 

  ~ 2sK x . В области стабилизации кривой факто-
ра эффективности рассеяния можно говорить  
о независимости интегральных рассеивающих 
свойств включения от частоты. 

ВЫВОДЫ 

В работе рассматривается рассеяние акустиче-
ской волны на неупругом жидком шарике. Для 
вывода необходимых выражений используется 
математическая техника, применяемая в теории 
рассеяния частиц. Приводятся выражения для по-
ля и амплитуды рассеяния шарика. Приводится 
адаптированный к акустическому случаю приня-
тый в оптике интегральный параметр рассеивате-
ля: фактор эффективности рассеяния, равный нор-
мированному на геометрическое сечение включе-
ния отношению суммарного потока рассеянной 
звуковой энергии к интенсивности падающей  
на включение первичной волны. Приведены при-
меры расчета фактора эффективности рассеяния 
для конкретных параметров, которые сравнивают-
ся с оптическими аналогами. Полученные резуль-
таты для одиночного включения при определен-
ных условиях легко распространяются на ансамб-
ли множества частиц. 
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Рис. 3. Рассеяние света на шарообразном включении
(из [11]) 
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THE  SCATTERING  EFFICIENCY  FACTOR 
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The scattering of an acoustic wave by a single inelastic liquid ball is considered. To derive the required ex-
pressions, we use the mathematical technique that is characteristic of the theory of scattering of particles. Ex-
pressions are given for the field and amplitude of scattering of the ball, and also the scatterer integral parameter, 
adapted to the acoustic case, adopted in optics: the scattering efficiency factor. The results obtained for single 
inclusion under certain conditions easily extend to ensembles of particles, and the scattering factor can be useful 
in estimating the total intensity of the scattered field in the presence of a large number of chaotically weighted 
inclusions in the medium. Examples of calculation of the scattering efficiency factor for specific parameters are 
given, which are compared with optical analogs. The results obtained can be useful in the theory and practice of 
radiation pressure of sound on ensembles of particles. 
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