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ФОКУСИРОВКА  И  ЛИНИЯ ФОКУСОВ 

 
Изучалась работа цилиндрического зеркала при учете электронов, имеющих азимутальную компоненту ско-
рости. Рассмотрены возможные реализации схемы кольцо-кольцо. Классическое определение фокусировки 
по углу распространено на случай наличия азимутальных электронов. Найдена связь между основными па-
раметрами цилиндрического зеркала (обобщенная линия фокусов второго порядка), такими как расстояние 
источник—детектор, радиус кольца эмиссии, положение (радиус) выходной диафрагмы, энергия фокуси-
ровки, угол старта центральной траектории для всех полученных реализаций схемы кольцо—кольцо. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В предыдущей нашей статье [1] рассматрива-
лась работа цилиндрического зеркала (ЦЗ) при 
учете электронов, имеющих азимутальную компо-
ненту скорости. Изучалось распределение элек-
тронов по поверхности цилиндра (РЭПЦ), на ко-
тором расположена выходная диафрагма (ВД), для  
цилиндрического зеркала, в котором  использова-
лась схема кольцо—кольцо.  

Результаты многих работ (см. [1–5]) показали, 
что когда в пучке электронов (заряженных частиц) 
присутствуют электроны, имеющие азимутальную 
компоненту скорости, то электроны приходят не в 
одну точку цилиндра, содержащего выходную 
диафрагму. Имеется некоторое распределение 
электронов по поверхности этого цилиндра. По-
этому неясно, какое расстояние необходимо диф-
ференцировать по углу, чтобы найти условие фо-
кусировки по углу.  

В данной работе мы попытаемся ответить  
на вопрос: возможно ли применить в рассматри-
ваемом случае классическое определение фокуси-
ровки по углу, которое подразумевает, что рас-
стояние от источника до точки входа в детектор  
имеет определенные производные по углу, равные 
нулю. Кроме того, мы попытаемся найти связь 
между основными параметрами ЦЗ, такими как 
расстояние источник—детектор, радиус кольца 
эмиссии, положение (радиус) выходной диафраг-
мы, энергия фокусировки, угол старта централь-
ной траектории. 

Все результаты получены для ЦЗ с радиусом 
внутреннего цилиндра 1r   20 мм и радиусом 
внешнего цилиндра 2r   50 мм, на внутреннем 
цилиндре установлен потенциал 1U = 0, а на внеш-
нем цилиндре — 2U = –100 В. Знак потенциала на 
внешнем цилиндре выбирался так, чтобы поле 
между цилиндрами при входе исследуемых частиц 
в это поле было тормозящим. С торцов ЦЗ распре-
деление потенциала считалось равным потенциалу 
в бесконечно длинном ЦЗ. 

РЕАЛИЗАЦИИ СХЕМЫ КОЛЬЦО—КОЛЬЦО 

Основные схемы применения ЦЗ рассмотрены 
в работах [6–8]. На наш взгляд, все эти схемы яв-
ляются всего лишь схемой кольцо—кольцо и ее 
предельными случаями (см. рис. 1, А). Не входит  
в это множество лишь схема, приведенная в [7, 
рис. 3, II],  и ее предельный случай [7, рис. 3, III], 
когда источник и входная щель детектора распо-
ложены на внутреннем цилиндре ЦЗ. В данной 
статье эта схема показана на рис. 1, В. В отличие  
от других реализаций этой схемы кольцо—кольцо 
(см. [3, 4]) в схеме [7, рис. 3, II, III] электроны по-
сле дисперсионного пространства минуют все 
пролетное пространство (от 1r  до 1r ) и только 
потом попадают в ВД. 

Будем обозначать L  — расстояние, проходи-
мое электронами вдоль оси Z от источника до точ-
ки пересечения траектории с цилиндром, несущим  
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ВД (ЦВД), а 0L  — расстояние вдоль оси Z от ис-
точника до максимума РЭПЦ, Py  — радиус ЦВД. 

В [1] при изучении функции распределения 
электронов по поверхности цилиндра, несущего 
выходную диафрагму, использовался малый диа-
пазон расстояний от источника до места на по-
верхности ЦВД, куда попадали электроны от ис-
точника. В результате получились графики функ-
ции РЭПЦ, имеющие одну вершину и показанные 

в [1, рис. 4]. Если для изучения функции РЭПЦ 
использовать больший, чем в работе [1], диапазон 
L , то получается более сложный вид этой функ-
ции (см. рис. 2, А).  

На рис. 2, А, мы провели нормировку функций 
РЭПЦ так, чтобы левые пики в своем максимуме 
были равны единице. Вершины правых пиков при 
этом не укладываются в некоторую гладкую ли-
нию. Это связано с недостаточной точностью вы-
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Z 

Z 

Z 

Z 

Рис. 1. Траектории электронов абвг в основных схемах А–Г работы ци-
линдрического зеркала.  
а — точки старта (на поверхности эмиттера); аб  — прямолинейная 
часть траектории в первом пролетном (дрейфовом) пространстве, бв  —
часть траектории в дисперсионном пространстве; вг  — прямолинейная 
часть траектории во втором пролетном пространстве; г — точка влета 
электрона в детектор (пролет электрона через выходную диафрагму). 
Серым цветом обозначен детектор. Подробности в тексте 
 

 

 
Рис. 2. Вид функции РЭПЦ (А) и 
зависимости проходимого вдоль 
оси Z расстояния L от азимуталь-
ного угла φ (Б) при 0 10 ммr  , 

15 мм,yP   угле старта 37.38  
и при значениях энергии старта 
электронов от 77.33  до 97.33 эВ.  
Цифры при каждой кривой ука-
зывают на значение энергии стар-
та электронов: 1 — Е = 77.33 эВ, 
2 — Е = 79.33 эВ, …, 10 — Е =
= 95.33 эВ, 11 — Е = 97.33 эВ.  
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числений. Если диапазон исследуемых расстоя-
ний L уменьшить, например, так, чтобы в нем ос-
тавались только правые пики, то линия максиму-
мов правых пиков станет более гладкой. 

Из рис. 2, А, видно, что  при каждой энергии 
(при 0 0, 0yr P  ) наблюдаются два пика РЭПЦ. 
Объяснение этого можно найти на рис. 2, Б, на 
котором при 0 и 180     наблюдается стрем-
ление первой производной от L  по углу φ к нулю. 
Что говорит о наличии фокусировки не менее пер-
вого порядка. Кривые на рис. 2 означают, что эми-
тированные в точке 0r  источника электроны могут 
фокусироваться не только стандартным способом, 
двигаясь в первом дрейфовом (пролетном) про-
странстве в сторону от оси к внутреннему цилинд-
ру ( 0   ). Другой,  тоже  вполне  очевидный 
путь — двигаться в сторону оси ( 180   ), мино-
вать область оси и затем двигаться в сторону 
внутреннего цилиндра ЦЗ. Если повернуть эту по-
следнюю траекторию вокруг оси на 180 ,  то по-
лучим почти полный аналог первой траектории,  
у которого электроны стартуют при 0 0r  . Этот 
второй путь соответствует правому пику  
на рис. 2, А, и наблюдается при стремлении 
  0d dL    при 180   . Подтвердить это 
можно, если сперва пускать электроны с 0   ,  
а затем с 180   . При этом в первом случае  
на графиках рис. 2, А, останутся только левые пи-
ки, а во втором случае — только правые. Эти два 
пути показаны на рис. 1, А и Б. Графики функции 
РЭПЦ на рис. 2, А, рассчитаны при энергиях, 
близких к энергии, при которой реализуется мак-
симум пика РЭПЦ (т. е. левый пик на рис. 2, А). 
Если использовать энергии электронов, близкие  
к максимуму правых пиков РЭПЦ, то уже правые 
пики будут заметно больше левых пиков.  

Два пути можно рассматривать не только  
в первом дрейфовом пространстве, но и во втором 
дрейфовом пространстве (см. рис. 1, В и Г). Эти 
случаи можно формально рассматривать как реа-
лизуемые при 0yP   и при 0yP  . Таким образом, 
мы имеем диапазоны изменения 0 1 1[ , ]r r r    
и 1 1[ , ]yP r r  . Можно ожидать, что основные 
функции ЦЗ в этих полных диапазонах будут не-
прерывны.  

В результате для каждой точки старта 0r  мы 
имеем четыре точки, в которые будут фокусиро-
ваться электроны (за исключением случая 0 0r  ). 
Поэтому в эти точки можно поставить ВД и реги-
стрировать сразу четыре части спектра. 

На рис. 1, А, показана традиционная реализа-
ция схемы кольцо—кольцо: стартовавший из точ-

ки (а) электрон летит вверх к внутреннему цилин-
дру (электроду), проходит через него в точке (б)  
в дисперсионное пространство, на участке бв  
дисперсионного пространства изменяет направле-
ние своего движения и в точке (в) проходит  
во второе пролетное пространство, прямолинейно 
летит во втором дрейфовом пространстве и через 
ВД попадает в детектор. 

Простейшее изменение работы ЦЗ показано  
на рис. 1, Б, на котором электроны из точки старта 
(эмиссии) летят не вверх к внутреннему цилиндру, 
а сперва направляются вниз в сторону оси, мину-
ют область оси и лишь затем направляются  
к внутреннему цилиндру.  

На  рис. 1, В, Г, показаны случаи, когда элек-
троны после дисперсионного пространства и неко-
торой прямолинейной траектории во втором про-
летном пространстве не сразу попадают в щель 
детектора, а сначала проходят через область оси,  
а затем попадают на детектор. С формальной точ-
ки зрения эти случаи соответствуют отрицатель-
ным значениям yP . 

В результате к традиционной реализации схе-
мы кольцо—кольцо добавляются еще три новых 
реализации этой схемы.  Понятно, что в этих трех 
реализациях расстояние 0L  будет больше, чем для 
традиционной реализации ( 0 0r    и  0yP  ).  

О НАХОЖДЕНИИ ФОКУСИРОВКИ 

В случае отсутствия электронов с азимутальной 
компонентой скорости (например, когда 0 0r  ) 
для нахождения фокусировки используется тот 
факт, что расстояние, пролетаемое электроном 
вдоль оси Z от точки старта до точки входа в де-
тектор L , является однозначной функцией угла  
 . Когда выполняются два условия 

d d 0L L   , 0L  , то это определяет фоку-
сировку по углу первого порядка. Условия  

0L  и 0L   определяют фокусировку по уг-
лу второго порядка (см., например, [6]). 

В случае, когда присутствуют электроны, 
имеющие азимутальную компоненту скорости, 
расстояние L  уже не является однозначной функ-
цией угла   . Для каждого угла   наблюдается 
некоторое распределение электронов по поверхно-
сти ЦВД (РЭПЦ). В качестве требуемого расстоя-
ния можно использовать две функции: среднее 
расстояние от источника до точки входа электро-
нов в детектор и расстояние от источника до вер-
шины РЭПЦ. Первую функцию использовать бо-
лее логично. Но ее использование имеет ряд мину-
сов: сложность вычисления и неоднозначность. 
Последнее   объясняется   тем,   что  при   наличии 
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заметных по амплитуде и весьма длинных "хво-
стов" функции РЭПЦ где-то их приходится обре-
зать. При этом обрезании "хвостов" следует иметь  
в виду, что при численных вычислениях чем 
меньше рассматриваемый интервал вдоль ЦВД, 
тем большая точность вычислений достигается 
при прочих равных условиях. От этой дилеммы 
спасает то, что в данной работе в отличие от [1] 
амплитуда "хвостов" пиков в несколько раз мень-
ше, поэтому среднее расстояние и расстояние (ис-
точник—вершина РЭПЦ) практически совпадают. 

Далее в данной работе в качестве требуемой 
функции L  будем использовать расстояние  
от точки старта на источнике до точки максимума 
РЭПЦ (это уже  0L ). 

Для построения функции РЭПЦ в данной рабо-
те мы использовали только кольца эмиссии мини-
мальной ширины (1 мкм). Это связано с тем, что 
отличия в положении вершин пиков РЭПЦ для 
разных величин ширины кольца эмиссии оказа-
лись весьма малыми. Последнее связано с тем, что 
в [1] для вычисления РЭПЦ осуществлялось ин-
тегрирование по всему рассматриваемому диапа-
зону углов   , а в данной работе находилась 
функция РЭПЦ при фиксированных углах   . 
Весь диапазон углов   делился на N , число, 
кратное 8 (число потоков в процессоре),  отрезков 
с шагом max min( ) /d N    . Из каждой точки 
деления испускались 0( 1) ( 1)hN N     электронов 
(траекторий), где N  — число делений диапазона 
углов  , 0hN  — число делений толщины кольца 
эмиссии. Дальнейшее вычисление и построение 
функции РЭПЦ осуществлялось вполне аналогич-
но тому, как было описано в [9, 10]. Мы проде-
монстрируем этот процесс с помощью рис. 3–9. 
Реальный вид левого пика функции РЭПЦ показан 
на рис. 3. Ниже будет видно, что параметры пред-
ставленного на рис. 3 пика РЭПЦ подобраны та-
ким образом, чтобы энергия была равна энергии  
фокусировки второго порядка, угол   был равен 
среднему углу. На рис. 3 показана область цилин-
дра, несущего выходную диафрагму длиной  
20 мкм. РЭПЦ имеет вид одиночного несиммет-
ричного пика со значительным "хвостом" с правой 

 
 

 
 
 

 
Рис. 4. Вид функций РЭПЦ (А)  и  )(0 L  (Б) для  энергии старта E = 96.47 эВ  при 0 10 ммr  , 10 ммyP    
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 3. Вид левого пика функции РЭПЦ для 
0 10 мм,r   10 ммyP  , фиксированного зна-

чения угла  38.8    и энергии электронов 
Е = 102.47 эВ 
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Рис. 5. Вид функций РЭПЦ (А)  и  )(0 L  (Б) для  энергии старта E = 102.47  эВ  при 0 10 ммr  , 10 ммyP    

 
 

 
Рис. 6. Вид функций РЭПЦ (А)  и  )(0 L  (Б) для  энергии старта E = 108.47  эВ  при 0 10 ммr  , 10 ммyP    

 
 

 
стороны (стороны больших расстояний). Видно 
качественное сходство представленной на рис. 3 
РЭПЦ и этой же функции, полученной в [1]. Раз-
ница количественная: представленный на рис. 3 
пик РЭПЦ, имеет полуширину на полувысоте 
(ПШПВ) примерно 4 мкм, в то время как ПШПВ, 
полученная в [1] для пика при таких же условиях, 
составляет примерно 13 мкм. Это позволяет наде-
яться, что используемая в данной работе методика 
вычислений дает более точные результаты. 

Метод вычисления условий фокусировки для 
случая 0 0r   (или 0 0, 0r   ) рассмотрен в [11]. 
Проверим, как работает этот метод в случае нали-
чия азимутальных электронов. Для этого рассмот-
рим функции РЭПЦ и 0 ( )L   при 0 10 ммr  , 

10 мм.yP   
Для построения рис. 4–6 использовалось 

1 11N    значений угла    в диапазоне от 30 до 
50 . Цифры над пиками РЭПЦ на рис. 4–6  указы-
вают на величину угла  :  1 — 30 , 2 — 32, 3 — 
34, 4 — 36, 5 — 38, 6 — 40, 7 — 42, 8 — 44, 9 —
46, 10 — 48, 11 — 50 . При таком малом значении 
параметра N  графики функции  0 ( )L   получа-
ются ломаными. Такое малое значение  параметра 
N  было выбрано только, чтобы показать взаим-
ное расположение пиков РЭПЦ при различных 

углах и энергиях. На практике параметр N  выби-
рался несколько большим (не менее 48).   

Для поиска условий фокусировки по углу ис-
пользуем зависимость 0L  от угла   в локальной 
системе координат. Интенсивность пика РЭПЦ  
на данном этапе нам неважна. Поэтому каждое 
РЭПЦ нормировалось так, чтобы интенсивность 
наибольшей части (вершины) была равна единице. 
Пример такой зависимости показан на рис. 4, А,  
на котором при E = 96.47 эВ для каждого угла   
построена своя функция РЭПЦ. На рис. 5, Б, пока-
зана зависимость 0 ( )L   при  Е = 102.47 эВ.  Видно, 
что при увеличении энергии старта электронов 
сперва происходит сгущение пиков около некото-
рой области (при E = 96.47 эВ), затем в некоторой 
весьма узкой области   часть пиков практически 
сливаются (при Е = 102.47 эВ на графике 0 ( )L   
наблюдается точка перегиба), а затем при еще 
большей энергии (Е = 108.47 эВ) часть пиков меня-
ется местами. При этом функция ( )L   имеет ми-
нимум и максимум.  Эти минимум и максимум со-
ответствуют фокусировке первого порядка. А точка 
перегиба соответствует фокусировке второго по-
рядка. Поэтому для определения условий фокуси-
ровки используем методику, приведенную в [11]: 
выбираем диапазон энергии, в котором предполага-

А Б 

А Б 
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ется наличие фокусировки второго порядка,  
и диапазон изменения угла begin end[ , ]    (обыч-
но begin 25    и end 55   ), используя результаты 
[1]. Далее при наибольшем значении энергии реа-
лизуем траектории и вычисляем, и строим функ-
цию 0 ( )L   при [0, 6]   для левого пика РЭПЦ 
и при [5 6, ]    для правого пика РЭПЦ. При 
этом  реализуется  график  функции  0 ( )L  ,  пока- 

занный на рис. 7, на котором приведены результа-
ты для левого  пика РЭПЦ.  

Для функции 0 ( )L   находим минимальное  
и максимальное значения и соответствующие им 
значения угла min  и max . При меньшей энергии 
расстояние между этими максимумом и миниму-
мом становится меньше ( max min   уменьшается, 
см. рис. 7). На рис. 7 линией аб  соединены мини-
мумы функции 0 ( )L   (они соответствуют фокуси-
ровке первого порядка), линией бв  соединены 
максимумы этой функции (также фокусировка 
первого порядка). 

А затем получаем такой случай, когда при 
1nE E   максимум и минимум наблюдаются,  

а при nE E  ни максимума, ни минимума на кри-
вой 0 ( )L   уже нет. В этом случае диапазон энер-
гии ( 1n nE E  ) делим на 10 поддиапазонов ( dE   

1( ) /10n nE E  ) и при каждой полученной энер-
гии проводим такие же процедуры поиска мини-
мума и максимума. Таким образом, казалось бы, 
можно получить значение энергии, при котором 
происходит перегиб кривой ( )L   (т. е. значение 
энергии фокусировки второго порядка 2 fE ) с про-
извольной точностью. Но!!! Тут вступает в силу 
тот факт, что точность получения функции ( )L    
и ее максимума и минимума весьма ограниченна. 
В представленной работе эта энергия была полу-
чена с точностью не хуже 210  эВ. Для этого при-
шлось увеличивать число рассчитываемых траек-
торий от 10 до 100 раз. 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Рис. 7. Вид зависимости проходимого электронами 
расстояния  0L  (источник—пик РЭПЦ на поверхности 
выходной диафрагмы) от угла старта электронов  
с поверхности источника  .   
Цифры при каждой кривой указывают на значение 
энергии старта электронов: 1 — Е = 77.33 эВ, 2 —
Е = 79.33 эВ, …, 6 — Е = 87.33 эВ, …, 10 — Е =
= 95.33 эВ, 11 — Е = 97.33 эВ 
 

Рис. 8. Линия фокусов для различных радиусов кольца эмиссии.  
Цифры при каждой линии соответствуют радиусу кольца эмиссии: 1 — 
r0 = –0.020, 2 — r0 = –0.015, 3 — r0 = –0.010, 4 — r0 = –0.005, 5 — r0 = 0.0, 
6 — r0  = 0.005, 7 — r0 = 0.010, 8 — r0 = 0.015, 9 — r0 = 0.020; буквы при 
каждой точке на конкретной линии фокусов соответствуют радиусу ци-
линдра, содержащего выходную диафрагму: а — Py = –0.020, б — Py = 
= –0.015, в — Py = –0.010, г — Py = –0.005, д — Py = –0.001, е — Py = 
= 0.001, ж — Py = 0.005, з — Py = 0.010, и — Py = 0.015, к — Py = 0.020 
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Условия, при которых минимум и максимум  

на графике функции 0 ( )L   сливаются, подходят 
под определение условий фокусировки второго 
порядка — на рис. 7 в точке (б) наблюдается пере-
гиб функции 0 ( )L  . Это — энергия фокусировки 
второго порядка 2 fE , 2 fL  — расстояние (источ-
ник—детектор), 2 f  — угол старта центральной 
траектории при фиксированных значениях  радиу-
са ЦВД 2 fP . Если взять в качестве аргумента 2 fL , 
то функция 2 fP ( 2 fL ) — это линия фокусов второ-
го порядка, 2 fE ( 2 fL ) — линия энергии реализа-
ции фокусировки второго порядка, 2 f ( 2 fL ) — 
угол старта центральной траектории. В [12] эти 
три зависимости предложено рассматривать вме-
сте в качестве обобщенной линии фокусов второго 
порядка. Полученная нами для разных радиусов 
кольца эмиссии линия фокусов представлена  
на рис. 8. 

Интересно рассмотреть зависимость всех ха-
рактеристик от полного удаления точки старта  
и ВД от внутреннего цилиндра ЦЗ 
( 1 02 yr r P     ). В [1] мы не выводили зависи-
мость L от  . Однако из приведенной там табли-
цы (см. [1, с. 98]) видно, что параметры L и E по-
стоянны вдоль диагональных направлений (левый 
верх → правый низ), т. е. при const  . Если это 
действительно выполняется, то при перестроении 
рис. 8 с   в качестве ординаты все линии должны 
слиться в одну. Искомая линия представлена  
на рис. 9, А. 

Подчеркнем, что все три показанные на рис. 9 
линии получены нами в результате численного 
моделирования. То что численные точки довольно 
точно легли на соответствующую линию, на наш 
взгляд, является следствием однозначной зависи-
мости соответствующей величины 0 , ,L E  от 
полного удаления   точки старта и ВД от внут-
реннего цилиндра ЦЗ. 

По-видимому, впервые обобщенная линия фо-
кусов была приведена в работе [8] при учете толь-
ко электронов с 0V   для схемы кольцо—ось, 
т. е. при 0 10 r r   и 0yP  . Также не учитывались 
азимутальные электроны в работах [11, 12], в ко-
торых обобщенная линия фокусов приведена для 
более широкого диапазона параметров 0 10 r r    
и 10 yP r  . 

 
 
 
 

ОБСУЖДЕНИЕ 

Полученная в работе обобщенная линия фоку-
сов позволяет выбрать необходимые пользовате-
лям параметры ЦЗ. Пусть требуется исследовать 
спектр вблизи энергии 0E E , а из конструкцион-
ных соображений ВД установлена на расстоянии 

01L   от источника. Из зависимости 0( )E L  для 
0 01L L  определяем 1E . Отношение 0 1/E E  пока-

зывает, во сколько раз следует увеличить потен-
циал на верхнем цилиндре 2U , чтобы исследуе-
мые электроны попали в ВД. Кроме того, функция 

0( )L  дает угол старта средней траектории, а из 
рис. 9, А, определяем ( 0 yr P ). Т. е. существует 
некоторая конструкционная свобода. Далее следу-
ет выбирать наибольший сигнал и/или наимень-
шее разрешение (т. е. исследовать аппаратную 
функцию). Но это уже тема следующей статьи. 

 
 
 

 
 
Рис. 9. Обобщенная линия фокусов ЦЗ для четырех 
показанных на рис. 1 схем и при учете электронов, 
имеющих азимутальную компоненту скорости 
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ABOUT  THE  PROPERTIES  OF  CYLINDRICAL  MIRRORS  
FOR  THE  ACCOUNTING  OF  ELECTRONS   

WITH  THE  AZIMUTHAL  COMPONENT  OF  VELOCITY. 
THE  FOCUSING  AND  FOCUS  LINE 

 
S. I. Shevchenko 

 
Institute for Analytical Instrumentation of RAS,  Saint-Petersburg, Russia 

 
The work of a cylindrical mirror with allowance for electrons having an azimuthal velocity component was 

studied. Possible implementations of the ring-ring scheme are considered. The classical definition of focusing to 
the case of the presence of azimuthal electrons is extended. The relationships between the main parameters of a 
cylindrical mirror (generalized second-order focal line), such as the source-detector distance, the radius of the 
emission ring, the position (radius) of the output diaphragm, the focusing energy, the starting angle of the cen-
tral trajectory for all received ring-ring realizations are found. 
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