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ВАРИАЦИОННЫЕ  МЕТОДЫ  КАК  НАИБОЛЕЕ  ЭФФЕКТИВНЫЙ  
МЕХАНИЗМ  ПРИ  МОДЕЛИРОВАНИИ  ВЗАИМОСВЯЗАННЫХ  

ФИЗИЧЕСКИХ  ПОЛЕЙ  В  СПЛОШНЫХ  СРЕДАХ.  
II. РАЗБОР  КОНКРЕТНЫХ  ПРИМЕРОВ 

 
Приведен ряд примеров как тривиальных, так и достаточно сложных, продемонстрировавших эффектив-
ность вариационных методов при математическом моделировании различных физических процессов. Неко-
торые из приведенных примеров могут моделироваться и с помощью альтернативных подходов, а такие, как 
модель акустики пористых сред (теория Био), по всей вероятности, моделируются только с помощью вариа-
ционных методов. Основной упор в обзоре сделан на детализацию подробностей применения вариационных 
подходов, что не всегда делается в оригинальных работах, где эти методы используются для решения слож-
ных задач. В приложении приведен ряд полезных сведений по вариационным методам, в том числе принцип 
симметрии кинетических коэффициентов Онзагера и обобщенный вариационный принцип. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Настоящая работа является продолжением ра-
боты [1]. Здесь будут приведены примеры нетри-
виального использования вариационного подхода 
при математическом моделировании взаимосвя-
занных полей в механике сплошных сред. Будут 
разобраны достаточно простые примеры исполь-
зования вариационного подхода, а также обсуж-
давшиеся ранее случаи [2, 3], связанные с приме-
нением данного подхода при описании неустойчи-
вости Рэлея—Плато [4] и при создании Био теории 
акустики пористых сред [5, 6]. В работах [2, 3] ав-
торы не касались деталей применения вариацион-
ного подхода, принимая готовый результат из пер-
воисточников. Здесь техника применения вариа-
ционного подхода в указанных и в ряде других 

случаев будет подробно рассмотрена и аргументи-
рована. 

КОНКРЕТНЫЕ ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ  
ВАРИАЦИОННОГО ПОДХОДА  

ПРИ ПОЛУЧЕНИИ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 

1. Изотропная, однородная упругая среда 
В качестве первого простого примера приведем 

использование вариационного подхода при выводе 
векторного уравнения движения в изотропной уп-
ругой среде без диссипации по работе [7, с. 306]. 
Пусть вектор  ,tU x  представляет собой смеще-
ние точки  1 2 3, ,x x xx  при деформации в зави-
симости от времени t . Известно, что лагранжиан 
такой обратимой системы имеет вид [7, с. 306] 
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Здесь  1 2 3, ,U U UU ;   и   — параметры 
Ламе (постоянные упругости);   — плотность 
среды;   и   плотности кинетической и потен-
циальной энергий в единице объема соответствен-
но. 

Система, описываемая лагранжианом (1), явля-
ется голономной и консервативной, и, следова-
тельно, для нее справедлив вариационный прин-
цип наименьшего действия I  с лагранжианом 
     (1): 

  3
,, , , d d extriI t t x   x U U . 

Здесь ,i
ix




UU , 1,2,3i   — пространственные 

производные, а ,4 ,t t


  

UU U U  — производная 

по времени. Поскольку U  — вектор, то в качестве 
определяющих функций в лагранжиане рассмат-
риваются составляющие вектора  1 2 3, ,U U UU . 
Система уравнений Лагранжа—Эйлера для каж-
дой составляющей в этом случае имеет вид ([7, 
с. 303], [8, с. 33], [1]) 
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 
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Уравнение движения для одной составляющей 
получается подстановкой (1) в (2). Окончательно 
для k-й составляющей поля получено [7, с. 306] 
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Суммирование уравнений (3), взвешенных со-
ответствующими ортами, приводит к результи-
рующему уравнению движения в векторной форме 
[7] 
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Этот простой пример демонстрирует технику 
использования вариационного подхода в случае 
векторных полей, изучение которых типично для 
проблем научного приборостроения. 

2. Акустика пористых однородных сред  
без диссипации. Модель Био 

Для консервативной однокомпонентной упру-
гой среды применение вариационной техники 
представлено выше. Ниже рассматривается случай 
двухкомпонентной однородной пористой среды, 
изученный в работах Био [5, 6]. Пусть  ,a tU x , 

где  1 2 3, ,x x xx , а t  — время, есть осредненный 
по пространству вектор смещения компоненты a  
многокомпонентной среды. Для консервативной 
двухкомпонентной ( 1,2a  ) изотропной однород-
ной пористой среды без диссипации в работе [9, 
с. 258], популяризирующей работы Био [5, 6], 
представлен следующий лагранжиан (отметим, 
что в работах [5, 6, 9] подробности вариационной 
техники опущены) 
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Здесь  1 2 3, ,a a a aU U UU ;   и   по-прежнему —  
плотности кинетической и потенциальной энергий 
соответственно в единице объема;   зависит 
только от скорости U , а  , как будет видно ни-
же, — только от пространственных производных 

смещения U ; , ,
1
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t U U U  — произ-
водная по времени соответствующего смещения 
соответственно;  ij  (с размерностью плотности) 

и  i  — феноменологические параметры систе-
мы, определение которых расписано в [5, 6] и не 
относится к предмету данной работы. 

После учета равенств  
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лагранжиан редуцируется к более компактному 
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виду [9] 
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где , , ,
4 5 6

a a a b b b
T    A A A A , а коэффициенты i  

связаны простыми линейными соотношениями  
с коэффициентами i . 

Как видно, лагранжиан в форме (4) действи-
тельно зависит от векторов смещения и их первых 
производных по времени и пространственным пе-
ременным.  

Решение задачи следует из вариационного 
принципа и лежит в русле нахождения стационар-
ного значения интегрального функционала 

   
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1 2 1 2
, ,, , , , , d d extr.

t
n

i i
t V

I u t x t    x U U U U     (5) 

Поэтому в качестве определяющих функций сле-
дует выбрать составляющие векторов 1U   
и 2 :U  1

1U , 1
2U , 1

3U , а также 2
1U , 2

2U , 2
3U . 

(  1 2 3, ,a a a aU U UU , 1,2a  ). Согласно [7, с. 303], 
[8, с. 33], [1], а также первому примеру в настоя-
щей работе, условия стационарности последнего 
функционала имеют вид системы уравнений Ла-
гранжа—Эйлера 

3

1, ,

,

1,2, 1,3.
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После получения всех скалярных уравнений 
для a

kU  итоговые уравнения для векторных полей 
aU  легко получаются суммированием всех ком-

понентных уравнений, взвешенных соответст-
вующими ортами (см. пример 1 настоящей рабо-
ты). Итоговые уравнения приведены, например,  
в [9, с. 259]: 
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Как видно, получилось два векторных уравне-
ния движения, по числу определяющих функций. 
Еще раз подчеркнем, что особенности определе-
ния феноменологических коэффициентов описа-
ны, например, в [5, 6, 9, 10]. 

3. Акустика пористых однородных сред  
с диссипацией. Модель Био 

При наличии диссипации процесс необратим  
и в общем случае вариационный принцип непри-
меним, и приходится пользоваться соответствую-
щим неголономным вариационным уравнением 
(пример такого использования для случая стоксова 
течения вязкой жидкости см. в [8, гл. 3, § 8]). Од-
нако, если в классической  механике или в меха-
нике сплошных сред (МСС) возникает необходи-
мость наряду с кинетической и потенциальной 
энергиями учесть еще и диссипативные силы, то, 
согласно принципу симметрии кинетических ко-
эффициентов Онзагера [11, 12], в соответствую-
щие уравнения движения добавляются производ-
ные диссипативной функции (или ее плотности,  
в ММС) [13, §§ 120, 121], [14, § 9], [15, 16]. Более 
того, при некоторых ограничениях удается сфор-
мулировать и вариационный принцип для дисси-
пативной среды, что собственно приводит к появ-
лению добавочной силы сопротивления в уравне-
нии движения Лагранжа—Эйлера [15–17] (см. 
также Приложение). 

Итак, с учетом некоторых допущений (см. 
Приложение) после модификации уравнения дви-
жения Лагранжа—Эйлера для однородной упру-
гой среды (2) с помощью принципа симметрии 
кинетических коэффициентов Онзагера получает-
ся уравнение движения (Приложение (П1)). Ана-
логично может быть записано после упомянутой 
модификации уравнение движения для двухком-
понентной среды (6) с учетом диссипации 
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Именно так выглядит соответствующее урав-
нение движения в работах [5, 6, 9, 10]. Функция 
диссипации   принимается в [9, с. 261] в общем 
случае равной квадратичной функции от разности 
соответствующих скоростей с учетом их ряда вре-
меннх производных 



ВАРИАЦИОННЫЕ  МЕТОДЫ... 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2017, том 27, № 2 

69

21 2n n

n n n
n

a
t t

  
     

 U U ,        1,2,...,n N , 

а, например, в работах [5, 6], [10, с. 246, 247] авто-
ры ограничиваются только квадратом разности 
скоростей ( 1n  ): 
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После принятия новых обозначений 1u U   
и 2U U  для векторов смещения соответственно  
в твердом каркасе и в жидкости, а затем использо-
вания уравнений (7) и (8) в [5, 6, 9, 10] получены 
следующие уравнения движения с учетом дисси-
пации 

   

   

2 2

11 122 2

,

P Q
t t

N bF
t t

 



 
         

 
         

u U u U

U uu
 

   

 

2 2 2

22 122 2

.

R Q
t t

bF
t t

 



 
         

 
      

U u U u

U u
 

Функция  F  , учитывающая затухание в за-
висимости от круговой частоты, а также констан-
ты P , Q , N , b , R  описаны в работах [5, 6, 9, 10]. 

Замечание 1. Ранее ряд данных о диссипативной 
функции был изложен в приложении к работе [1]. 
Отметим также, что диссипативная функция 
обычно рассматривается при условии, что макро-
скопические скорости движения настолько малы, 
что силы сопротивления движению можно считать 
линейно зависящими от скоростей. Величина   
всегда положительна и равна половине рассеи-
вающейся в единицу времени энергии [18, т. 1, 
с. 653]. Впервые в физику диссипативная функция 
введена Рэлеем [19, гл. 4]. Диссипативная функция 
является квадратичной формой от значений ком-
понент скоростей [20, с. 102] или тензоров скоро-
стей деформации. 
Замечание 2. В работе [17] автор на основе разра-
ботанного им обобщенного вариационного прин-
ципа сумел существенно продвинуть теорию Био, 
изложенную в [5, 6, 9, 10].  

4. Нестабильность струй  
(неустойчивость Рэлея—Плато) 

При решении Рэлеем задачи о нестабильности 

струй [4] в эффекте неустойчивости Рэлея—Плато 
ключевым был факт использования им вариаци-
онного принципа Гамильтона для определения 
параметров этого весьма непростого для формали-
зации явления. Рэлей нашел удельные (на единицу 
длины в среднем цилиндрической по высоте z  
струи) потенциальную и кинетическую энергии 
струи, выраженные через параметр   и его 
временнýю производную  . Параметр   так оп-
ределяет текущий радиус r  этого цилиндра 

cosr a kz  , 

где a  — невозмущенный радиус струи;   — ам-
плитуда гармонического по высоте возмущения 
невозмущенного радиуса струи a ; k  — волновое 
число, 2 /k   ;   — период по высоте возму-
щения радиуса цилиндра. Уравнение движения 
следует из уравнения Лагранжа—Эйлера [7, 
с. 269] 

d 0,
d

L L
t  
 

 
 

 

где функция Лагранжа L  равна 
 , , ,L L z t       , а   и   — указанные 

выше удельные величины кинетической и потен-
циальной энергий единицы длины возмущенного 
цилиндра.  

Получение уравнения поведения во времени 
амплитуды модуляции   радиуса цилиндра a  по-
зволило Рэлею решить задачу, возможно, никак 
иначе не решаемую в целом. 

ВЫВОДЫ 

Выше был приведен ряд примеров как триви-
альных, так и достаточно сложных, продемонст-
рировавших эффективность вариационных мето-
дов при математическом моделировании различ-
ных физических процессов. Некоторые из них мо-
гут моделироваться и с помощью альтернативных 
подходов, а такие, как модель акустики пористых 
сред (теория Био), по всей вероятности, модели-
руются только с помощью вариационных методов. 
При этом основной упор в работе сделан на дета-
лизацию подробностей применения вариационных 
подходов, что не всегда делается в оригинальных 
работах, где они используются для решения слож-
ных задач. Отметим еще раз, что большое число 
примеров моделирования задач механики сплош-
ных сред приведено в работе [8] и целом ряде дру-
гих работ. 
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Приложение 

ПРИНЦИП СИММЕТРИИ КИНЕТИЧЕСКИХ  
КОЭФФИЦИЕНТОВ ОНЗАГЕРА  

И ОБОБЩЕННЫЙ ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП 

Модификация уравнений движения  
Лагранжа—Эйлера при наличии диссипации  

с помощью принципа симметрии кинетических 
коэффициентов Онзагера 

В условиях, когда соблюдены условия справед-
ливости принципа симметрии кинетических коэф-
фициентов Онзагера (см. ниже), существует воз-
можность обобщения уравнений движения Ла-
гранжа—Эйлера (2) для случая консервативной 
голономной системы на случай систем с диссипа-
цией. Коррекция эталонного уравнения Лагран-
жа—Эйлера (2) при наличии диссипации произво-
дится за счет добавки к его правой части произ-
водной от диссипативной функции по скоростям 
[13, с. 404], что находится в соответствии с прин-
ципом симметрии кинетических коэффициентов 
Онзагера 

3

1, , ,

,

1,3.

ik t i k i k k tt U x U U U

k


     
   

     




   (П1) 

Последнее выражение модифицировано из выра-
жения [13, (121.8)] с учетом специфики механики 
сплошных сред. 

Такой способ введения диссипации в уравнения 
движения следует из принципа симметрии кине-
тических коэффициентов Онзагера и никак не 
опирается на исходный вариационный принцип 
Гамильтона, на основе которого получено уравне-
ние движения (2) в бездиссипативном случае. При 
получении выражений типа (П1) принимаются 
следующие допущения [13, § 120, 121] (здесь ог-
раничения переформулированы применительно  
к плотности функции Лагранжа — лагранжиана, 
рассматриваемого в механике сплошных сред): 

 рассматриваются только слабонеравновес-
ные термодинамические системы; 

 лагранжиан зависит только от смещения U  
и его производных первого порядка, а производ-
ными высшего порядка можно пренебречь; 

 принимается, что плотность кинетической 
энергии   зависит только от скорости V U ,  
а плотность потенциальной энергии   зависит 
только от смещения U ; 

 диссипативная функция   является квадра-
тичной функцией компонент скоростей ,k tU . 
 
 

Вариационный принцип Онзагера 
Для слабонеравновесных термодинамических 

систем Онзагером был сформулирован вариаци-
онный принцип наименьшей диссипации энергии 
[11, 12], [13, § 120], [14, § 9]. Принцип основыва-
ется на симметрии кинетических коэффициентов  
и может быть записан в виде экстремальности 
функционала, построенного как разность скорости 
приращения энтропии s  и диссипативной функ-
ции  , рассматриваемых соответственно как 
функции процессов термодинамической релакса-
ции   и их скоростей :  

    0s        .   (П2) 

Кинетические уравнения, получаемые из ва-
риационного принципа (П2) и описывающие при-
ближение термодинамической системы к равнове-
сию, могут быть записаны в форме  

   s 


 
 

 
 




 
,    2d s

dt
        (П3) 

и удовлетворяют принципу симметрии кинетиче-
ских коэффициентов [11, 12], [13, §120]. 

Вариационный принцип для механических 
систем с диссипацией [15, 16, 21] 

Как отмечалось выше, обобщение уравнений 
движения (П1) при наличии диссипации произво-
дится за счет добавки к его правой части произ-
водной от диссипативной функции по скоростям, 
что находится в соответствии с принципом сим-
метрии кинетических коэффициентов Онзагера. 

В [16], однако, показано, что для механических 
систем с диссипацией уравнения движения в фор-
ме (П1) получаются из вариационного принципа 
Гамильтона с функцией Лагранжа в виде следую-
щего обобщения: 

 
0

d '
t

t      U ,  (П4) 

где в отличие от лагранжиана в форме (1), соот-
ветствующей вариационному принципу Гамиль-
тона для консервативных, голономных систем, 
добавлено слагаемое в виде интеграла по времени 
от диссипативной функции. После варьирования 
действия (5) с лагранжианом (П4) и соблюдения 
некоторых допущений в [15] получено уравнение 
движения, полностью совпадающее с уравнением 
движения (П1). Но в данном случае получено 
нужное уравнение движения не простым добавле-
нием дополнительного слагаемого, как это предла-
гается делать обычно, а на основе сформулиро-
ванного вариационного принципа. 
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Замечание #1. В [16] нижний предел в интеграле 
(П4) принят равным нулю, на самом деле его не-
обходимо принять равным, например, нижнему 
временнόму пределу 1t  (см., например, (5)) в силу 
отсутствия вариации полей в этой точке. То есть  
в (П4) фигурирует первообразная по времени 
функции   U с точностью до не зависящего  
от времени слагаемого, которое, следуя [16], при-
мем равным нулю. Этот факт будет использован 
ниже при получении вариационных равенств  
в случае, когда диссипативный потенциал   
представлен в функции компонент тензора скоро-
стей деформации kl  (см., например, выражения 
[1, (П1), (П2)] с поправкой на то, что в работе 
приняты обозначения компонент тензора скоро-
стей деформации через kl ). 

Обобщенный вариационный принцип  
для диссипативной гидродинамики [15, 16, 21] 

В работах [15, 16, 21] был сформулирован 
обобщенный вариационный принцип (ОВП) для 
диссипативной механики сплошной среды, кото-
рый объединил вариационный принцип Гамильто-
на для бездиссипативных механических систем  
с вариационным принципом Онсагера для дисси-
пативных термодинамических систем. Лагранжиан 
  в ОВП строится, как сумма обычного лагран-
жиана из принципа Гамильтона (в виде разности 
кинетической   и уже не потенциальной, а внут-
ренней энергии E ) и проинтегрированного  
по времени и умноженного на абсолютную темпе-
ратуру соотношения Онзагера (П2) 

0

E d '
t

T s t
 

       
 

 . 

Далее, с учетом свободной энергии F  
( F E Ts  ), функция Лагранжа может быть запи-
сана в окончательном виде 

0

F d '
t

T t      ,        (П5) 

который по структуре похож на (П4) с той лишь 
разницей, что вместо потенциальной энергии   
сюда входит свободная энергия F  и интеграл  
от диссипативной функции умножен на темпера-
туру T . 

Сам обобщенный вариационный принцип фор-
мулируется так же, как и принцип Гамильтона,  
а именно: пусть рассматриваемая масса сплошной 
диссипативной среды занимает в моменты времени 

1t  и 2t  объемы V , тогда из всех возможных траек- 

торий движения сплошной среды реализуется та-
кая, которая доставляет экстремум действию I : 

0I  ,       
2

1

d d
t

t V

I v t   , 

где лагранжиан определяется выражением (П5). 
Очевидно, в рамках такого подхода для бездис-

сипативных систем получается обычный вариаци-
онный принцип Гамильтона, а для неподвижных 
термодинамических систем — принцип мини-
мальной диссипации Онзагера (П2). 

Случай зависимости диссипативного  
потенциала от тензора скоростей деформации 

Выпишем компоненты тензора скоростей де-
формации в следующем виде: 

   , , , ,
1 1
2 2kl k lt l kt k l l kU U U U      ,

 
2

,
k k

k lt
l l

U UU
x t x
 

 
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
. 

Тогда, очевидно, функция   будет зависеть от 
переменных ,k lU , , 1,3k l   (см. [1]). Рассмотрим 
вариационную производную диссипативной со-
ставляющей в лагранжиане (П4), (П5) либо в дру-
гом случае лагранжиана, включающего интеграл 
от диссипативного потенциала для составляющей 

вектора смещения kU : 
 

1

, d '
t

k l
t

k

U t

U





 

 (в последней 

вариационной  производной уже учтено  Замеча-
ние #1 относительно нижнего предела интегриро-
вания в числителе вариационной производной). 
Приведем очевидную цепочку трансформаций ва-

риации величины  ,
0

d '
t

k lU t    под интегралом  

 
2

1 1

, d ' d d
t t

k l
t V t

U t V t
 
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 

    ,   (П6) 

вариация которого необходима при получении 
результирующего уравнения движения при нали-
чии диссипации: 
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(П7) 

Приведенная трансформация вызвана последо-
вательным приведением способом интегрирования 
по частям под интегралом (П6) вариации ,k lU    
к вариации kU  с учетом равенства нулю вариа-
ций на границах. Таким образом, соответствую-
щая вариационная производная равна 
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  (П8)

 

Результирующее уравнение движения следует 
из равенства нулю вариационной производной ла-
гранжианов (П4), (П5) либо каких-либо других, в 
которых присутствует диссипативная компонента 
добавкой диссипативной составляющей вариаци-
онной производной (П8). 
Замечание #2. Как видно из техники получения 
цепочки (П6), (П7), полученная трансформация 
стала возможной вследствие того, что диссипа-
тивная добавка к лагранжиану в (П4) и (П5) пред-
ставляет собой первообразную по времени от 
плотности диссипативного потенциала  , что, 
очевидно, согласуется и с размерностью диссипа-
тивной добавки к лагранжиану. 
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VARIATIONAL  METHODS  AS  THE  MOST  EFFECTIVE  MECHANISM 
FOR  MODELING  PHYSICAL  INTERRELATED  FIELDS   

IN  CONTINUOUS  MEDIUM.  II. CASE  STUDY 
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A number of examples, both trivial and complex enough, to demonstrate the effectiveness of variational me-
thods for mathematical modeling of various physical processes. Some of the examples may be modeled using 
alternative approaches, such as the acoustic model of porous media (Bio theory), probably only modeled using 
variational techniques. The focus of the review is made on the details cast of the application of variational ap-
proach, which is not always done in the original papers in which these methods are used to solve complex prob-
lems. In the appendix provides some useful information on variational methods, including the Onsager principle 
of symmetry of kinetic coefficients and generalized variational principle. 
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