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В нашей работе "Бердников А.С., Аверин И.А., Краснова Н.К., Соловьёв К.В. Общие формулы для трехмер-
ных электрических и магнитных потенциалов, однородных по Эйлеру с целочисленным порядком однород-
ности" (см. этот выпуск) мы отметили полезность парадигмы однородных по Эйлеру полей для разработки 
электронно- и ионно-оптических систем. Нецелочисленные показатели однородности значительно расши-
ряют возможности и гибкость использования таких полей в оптике заряженных частиц, однако общая тео-
рия гармонических однородных функций с нецелочисленными порядками однородности в настоящий мо-
мент практически отсутствует. Данная работа посвящена рассмотрению интегральных формул, с помощью 
которых могут генерироваться трехмерные однородные гармонические функции с нецелочисленными по-
рядками однородности, служащие потенциалами для соответствующих электрических и магнитных полей. 
 
 
Кл. сл.: электрические поля, магнитные поля, однородные по Эйлеру функции, принцип подобия  
траекторий в оптике заряженных частиц, аналитические решения уравнения Лапласа 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

В этом цикле работ, первой из которых являет-
ся [1], мы рассматриваем целенаправленное кон-
струирование электронно- и ионно-оптических 
устройств с желаемыми свойствами, используя 
математический аппарат функций, однородных по 
Эйлеру с заданным порядком однородности k . 
Принцип подобия траекторий [2–7] позволяет ис-
пользовать электростатические поля, однородные 
по Эйлеру, как эффективные энергоспектрографы 
[2–4, 8–11], а магнитостатические поля, однород-
ные по Эйлеру, — эффективные масс-спектро-
графы [12–15], однако этим отнюдь не ограничи-
ваются перспективы использования полей, одно-
родных по Эйлеру, для создания разнообразных 
приборов с полезными свойствами. В [1] даны со-
ответствующие определения и рассмотрена общая 
задача синтеза оптических схем, применяемых для 
решения задач оптики заряженных частиц, с по-
мощью функций с целочисленным порядком од-
нородности по Эйлеру.  

Использование нецелочисленных порядков од-
нородности значительно расширяет как возможно-
сти, так и гибкость в применении полей, однород-
ных по Эйлеру, для решения практических задач 
оптики заряженных частиц [9, 10, 12–14]. К сожа-
лению, в настоящий момент практически отсутст-
вует теория однородных гармонических функций 

с нецелочисленными порядками однородности, 
хотя математическая теория однородных гармони-
ческих функций, у которых порядки однородности 
являются целыми числами, развита вполне удов-
летворительно [16, 17]. 

При переносе этого подхода на область функ-
ций с нецелочисленными порядками однородно-
сти мы будем опираться на определения и резуль-
таты из [1]. Кратко приведем их. 

1. Электростатическими полями и магнитоста-
тическими полями, однородными по Эйлеру, на-
зываются поля, напряженность или индукция ко-
торых являются функциями, однородными по Эй-
леру в смысле, который придается этому термину 
в общих курсах математического анализа [18, 19]: 
при произвольных значениях параметра 0   для 
напряженности электрического поля  , ,x y zE  
выполняется тождество 

   1, , , ,kx y z x y z    E E , 

а для индукции магнитного поля  , ,x y zB  вы-
полняется тождество  

   1, , , ,kx y z x y z    B Β  

(число k  является порядком однородности соот-
ветствующего поля и не обязано быть натураль-
ным или целым числом).  
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2. Как правило, однородность по Эйлеру элек-
трического или магнитного поля автоматически 
влечет за собой тот факт, что скалярный потенци-
ал такого поля обязан быть однородной по Эйлеру 
функцией порядка k :  

   , , , ,kU x y z U x y z      

или  

   , , , ,kx y z x y z        

(где ,U E   B ). Исключением являются 
поля с нулевым порядком однородности, для ко-
торых скалярный потенциал кроме однородной 
функции нулевого порядка может содержать так-
же аддитивную логарифмическую добавку вида 

 2 2 2logC z x y z    [20, 21].  

3. Все гармонические функции трех перемен-
ных, однородные по Эйлеру с нулевым порядком 
однородности 0k  , даются формулой Донкина 
[16, 17, 22–25]: 
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а все гармонические функции трех переменных, 
однородные по Эйлеру с порядком однородности 

1k    даются близкой к ней формулой [16, 17, 22, 
23] 
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где  ,F p q  — произвольная функция, удовлетво-
ряющая двумерному уравнению Лапласа 

2 2 2 2 0F p F q      . Электростатические по-
тенциалы, порождаемые формулой (1), исследова-
лись, например, в работах [24, 25]. Электростати-
ческие потенциалы вида (2), насколько известно 
авторам, до сих пор глубоко не исследовались. 

4. (Теорема о дифференцировании однородных 
гармонических функций) Любая гармоническая 
функция, однородная по Эйлеру с порядком одно-
родности ,k  является производной от некоторой 
гармонической функции, однородной по Эйлеру  
с порядком однородности 1k  : 

    , , , ,U x y z W x y z x   .  

То, что производные по любой координате от гар-
монических функций, однородных по Эйлеру  
с порядком однородности 1,k   будут гармониче-
скими функциями, однородными по Эйлеру с по-
рядком однородности ,k  является достаточно три-
виальным фактом. Однако то, что любая однород-
ная гармоническая функция получается как произ-
водная от некоторой однородной гармонической 
функции старшего порядка, причем для перебора 
всех функций порядка k  достаточно использовать 
дифференцирование по одной заранее выбранной 
координате, является неожиданным. Доказатель-
ство соответствующей теоремы может быть най-
дено в [16 (глава IV, §15 и §16)] и, при ослаблен-
ных требованиях к гладкости однородных гармо-
нических функций, в [26]. 

5. (Формула Томсона для трехмерных гармо-
нических функций, называемая также преобразова-
нием Кельвина [27–30]) Если  , ,U x y z  — произ-
вольная гармоническая функция, то функция 
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тоже будет гармонической. Легко убедиться, что 
если  , ,U x y z  — однородная по Эйлеру функция 
с порядком однородности k , то вычисленная со-
гласно правилу (3) функция  , ,V x y z  будет одно-
родной по Эйлеру функцией с порядком однород-
ности  1k  . Повторная подстановка (3) осуще-
ствляет обратный переход от функции  , ,V x y z   
к функции  , ,U x y z . Поэтому для каждой гармо-
нической функции, однородной по Эйлеру с по-
рядком однородности ,k  обязательно существует 
прототип с порядком однородности  1k  , из 
которого ее можно получить с помощью формулы 
(3). Для однородных функций  , ,U x y z  формула 
(3) принимает упрощенный вид [31, приложение Б 
к гл. 1]: 

     
2 1

2 2 2, , , ,
k

V x y z x y z U x y z
 

   .  (3а) 

При подстановке однородной функции U  
функция (3а) будет однородной, а ее гармонич-
ность следует из выполнения уравнения Лапласа 

0xx yy zzU U U    и дифференциального соотно-
шения Эйлера x y zxU yU zU kU    [18, 19]. 

В итоге генерирование общих формул для гар-
монических функций, однородных по Эйлеру  
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с целочисленными порядками однородности ,k  
сводится к довольно простой технике:  

а) для 0k   самое общее представление дается 
формулой (1), а для 1k    самое общее представ-
ление дается формулой (2);  

б) для отрицательных и целочисленных поряд-
ков однородности 2, 3, 4,k       общие форму-
лы получаются с помощью дифференцирования 
формулы (2) нужное число раз по переменной x  
(теорема о дифференцировании однородных гар-
монических функций гарантирует, что ни одна 
гармоническая функция при таком подходе не бу-
дет пропущена);  

в) для натуральных показателей однородности 
1,2,3,k    общие формулы получаются из общих 

формул для отрицательных показателей однород-
ности 2, 3, 4,k       с помощью подстановок 
Томсона (3), (3а) (обратимость подстановок (3)  
и (3а) гарантирует, что у однородной функции по-
рядка k  обязательно существует "томсоновский" 
прототип порядка  1k  ). В работе [1] подробно 
исследуются явные общие формулы такого типа, 
получаемые при 3, 2, 1,0,1,2k     . 

К сожалению, аналогичной процедуры для не-
целочисленных показателей однородности пока  
не найдено. Теорема о дифференцировании (п. 4)  
и подстановка Томсона (п. 5) сохраняют свою си-
лу и при нецелочисленных порядках однородно-
сти, однако простых общих формул для какого-
либо фиксированного нецелочисленного порядка 
однородности, с которых можно начать описан-
ный процесс генерирования общих формул, пока 
что не обнаружено. Поэтому целью настоящей 
работы является получение и исследование инте-
гральных формул общего вида для однородных 
гармонических функций с нецелочисленными по-
рядками однородности, которые затем могут ис-
пользоваться для синтеза корпускулярно-
оптических систем, функционирующих на базе 
принципа подобия траекторий [2–7]. 

ФОРМУЛА УИТТЕКЕРА ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ 
ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

В монографии [17], а также в работе [32] при-
водится следующая интегральная формула для 
гармонических и однородных по Эйлеру функций: 

 

   
2

0

, ,

1 Re i cos i sin d ,
2

n

U x y z

z x y h


   




          (4)
 

где      ih f g     — произвольная ком-
плекснозначная функция. Предполагается, что эта 

формула дает универсальное представление для 
однородных гармонических функций с натураль-
ными порядками однородности 1,2,3,n    (уни-
версальность означает, что все однородные гармо-
нические функции с порядками однородности 

1,2,3,n    могут быть представлены в таком ви-
де при подходящем выборе функции  h  ). Кро-
ме того, при произвольных значениях n , не обяза-
тельно целочисленных, эта формула, как легко 
проверить, также порождает однородные гармо-
нические функции, хотя, возможно, и не все 
имеющиеся однородные гармонические функции 
соответствующего порядка.  

Однако при более пристальном рассмотрении 
оказывается, что эта формула будет универсаль-
ной лишь для тех однородных функций, на кото-
рые наложено дополнительное условие, что они 
являются регулярными (т. е. разложимыми в схо-
дящийся ряд Тейлора) в окрестности начала коор-
динат 0x y z   . Также оказывается, что одно-
родные гармонические функции, которые можно 
получить с ее помощью при 1,2,3,n   , всегда 
являются линейной комбинацией хорошо извест-
ных однородных гармонических полиномов 

2 2 2 21, , , , , ,x y z x z y z   , для получения которых 
вовсе не требуется использовать формулу Уитте-
кера. Для обоснования этого утверждения можно 
разложить  i cos i sin nz x y    в сумму одно-
членов ~ cos sink l n k l k lx y z     и убедиться, что 
после выполнения интегрирования получится од-
нородный многочлен от , ,x y z  — ведь зависящие 
от , ,x y z  множители k l n k lx y z    успешно выносят-
ся за знак интеграла.  

Тот факт, что однородные гармонические 
функции, регулярные в начале координат, всегда 
являются гармоническими полиномами и что та-
кие функции существуют только для натуральных 
порядков однородности 1,2,3,n   , является, ко-
нечно, весьма полезной информацией. Точно так-
же полезно знать, что формула (4) при нецелочис-
ленных значениях n  обеспечит нас если и не все-
ми существующими в природе однородными гар-
моническими функциями, то по крайней мере дос-
таточно представительным их множеством. К со-
жалению, это не решает проблему полного перебо-
ра однородных гармонических потенциалов с не-
целочисленными порядками однородности при 
синтезе оптических систем с электрическими  
и магнитными полями, однородными по Эйлеру. 

Примеры однородных гармонических функций 
с натуральными порядками однородности, кото-
рые не являются гармоническими полиномами  
и, следовательно, которые нельзя выразить с по-
мощью формулы Уиттекера, можно найти в [20, 
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32, 33]. Также для получения контрпримеров  
к формуле Уиттекера можно использовать упоми-
навшиеся выше общие формулы [1] для натураль-
ных порядков однородности 1,2,3,n   , которые, 
как легко проверить, далеко не всегда порождают 
на выходе именно полиномы. Тем самым, к сожа-
лению, формула Уиттекера не только не решает 
проблему общих формул для какого-либо фикси-
рованного нецелочисленного порядка однородно-
сти, но и для натуральных порядков однородности 

1,2,3,n    вводит исследователя в заблуждение. 
Однако ее вполне можно использовать для гене-
рирования отдельных гармонических однородных 
функций с нецелочисленными порядками одно-
родности.  

Как легко видеть, для полного перебора уитте-
керовских однородных функций достаточно огра-
ничиться выбором   1h   ,   cosh m  , 
  sinh m   ( 1,2,3,m   ) — такие функции об-

разуют полный линейный базис в пространстве 
однородных гармонических функций, описывае-
мых формулой Уиттекера. Это не означает, что 
нет смысла использовать и другие функции 
 h   — с их помощью можно получать компакт-

ные аналитические выражения для однородных 
гармонических потенциалов, которые в противном 
случае разлагались бы в бесконечный ряд по рас-
сматриваемому линейному базису. Но это означа-
ет, что, по всей видимости, множество уиттеке-
ровских однородных функций окажется много 
меньше полного набора однородных гармониче-
ских функций с заданным порядком однородно-
сти. 

ЭТАЛОННЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ, ОДНОРОДНЫЕ 
ПО ЭЙЛЕРУ С НЕЦЕЛОЧИСЛЕННЫМИ  

ПОРЯДКАМИ ОДНОРОДНОСТИ 

В [1, 24, 25] рассмотрены некоторые полезные 
алгебраически-дифференциальные формулы, по-
зволяющие вычислять в самом общем виде ска-
лярные потенциалы, являющиеся гармоническими 
и однородными по Эйлеру функциями с целочис-
ленными (положительными и отрицательными) 
порядками однородности, рассматриваемыми  
в [16, 17, 22, 23]. Однако, как показывают приме-
ры [9, 10, 12–14], однородные функции с нецело-
численными порядками однородности обеспечи-
вают гораздо более богатые возможности по оп-
тимальному конструированию соответствующих 
корпускулярно-оптических систем.  

Процедура, описанная в предыдущем разделе, 
позволяет генерировать общие формулы для про-
извольных нецелочисленных порядков однород-
ности, если удается найти семейства однородных 

функций самого общего вида для порядков одно-
родности 1 0k   . Это можно сделать (см. [20]) 
с помощью функции Грина для задачи Дирихле 
трехмерного уравнения Лапласа с границей в виде 
плоскости 0z   [34–36].  

Далее по отдельности рассматриваются сим-
метричные и антисимметричные относительно 
плоскости 0z   однородные гармонические 
функции, интегральные выражения для которых 
можно сконструировать с помощью формулы 
Грина. Произвольную же функцию  , ,U x y z  все-
гда можно представить как сумму симметричной  
и антисимметричной функций: U V W  , где 

    , , , , 2V U x y z U x y z    — симметричная 
по z  функция, а  , ,W x y z   

    , , , , 2U x y z U x y z    — антисимметричная 
по z  функция. Поскольку в нашем случае каждая 
из этих функций по отдельности необходимым  
и достаточным образом будет и однородной,  
и гармоничной в силу однородности и гармонич-
ности функции U , то потери общности при таком 
разложении не происходит. 

ЭТАЛОННЫЕ ТРЕХМЕРНЫЕ ГАРМОНИЧНЫЕ 
ОДНОРОДНЫЕ ФУНКЦИИ, СИММЕТРИЧНЫЕ 

ПО ПЕРЕМЕННОЙ z  

Гармоническая функция  , ,V x y z , однородная 
по Эйлеру с порядком однородности ,k  которая 
является симметричной по переменной z  и тем 
самым обеспечивает условие  , ,0 0V x y z    
вдоль граничной плоскости 0z  , при 0z  может 
быть представлена как 
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       (5) 

где    является произвольной периодической 
функцией. Интеграл для ядра  , , ,K x y z  в фор-
муле (5), как легко проверить, сходится при 

2, 1k k    (для наших целей достаточно, что он 
сходится при 1 0k   ). В силу того, что инте-
гральное ядро  , , ,K x y z  является сингулярным, 
результат интегрирования по формуле (5) не явля-
ется антисимметричной функцией от z : можно 
проверить с помощью выделения сингулярных 
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слагаемых в окрестности точки cos ,x r   
siny r   и последующего их интегрирования  

по аналитическим формулам, что  
0

lim , , 0
z

V x y z


 , 

зато  
0

lim , , 0
z

V x y z z

   , как и должно быть у 

симметричной функции от z .  
Формула (5) получается из универсальной 

функции Грина для задачи Дирихле трехмерного 
уравнения Лапласа с границей в виде плоскости 

0z   [34–36] и представления соответствующего 
решения уравнения Лапласа в виде 
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где  0 ,V x y =  , ,0V x y  — значения функции 
 , ,V x y z  вдоль плоскости 0z  . Формула (5) по-

лучается из этого интегрального выражения с по-
мощью подстановки граничного условия 
   , ,0 ,kV x y r    где 2 2r x y  ,    

 arctg ,y x  а    — произвольная периоди-
ческая функция. Это можно сделать, поскольку 
трехмерная однородная функция трех переменных 
 , ,V x y z  после подстановки 0z   превращается  

в однородную функцию двух переменных, а любая 
однородная функция двух переменных соответст-
вующего порядка однородности может быть запи-

сана в форме    2 2,
k

f x y x y    

    arctg ky x x F y x   при надлежащем вы-
боре функции    [18, 19]. Для гарантии можно 
проверить, что если  , ,0V x y  будет однородной 
функцией порядка ,k  то из процедуры восстанов-
ления решения уравнения Лапласа в окрестности 
плоскости симметрии в виде ряда Тейлора по пе-
ременной z  [37–42] сразу следует, что и  , ,V x y z  
необходимым образом будет однородной функци-
ей того же самого порядка. Как легко видеть, при 
разных выборах функций    из формулы (5) 
получаются существенно разные функции 
 , ,V x y z , поскольку их поведение  , ,0V x y   

 kr    вдоль плоскости симметрии 0z   будет 
различным.  

Выбор   cosk    в формуле (5) приводит  

к решению    2 2, ,
k

V x y z x y    

  cos arctgk y x , а выбор   sin k    приво-

дит к решению    2 2, ,
k

V x y z x y    

  sin arctgk y x , которые не зависят от про-
странственной переменной z . С точностью до ли-
нейной суперпозиции с постоянными коэффици-
ентами это — единственные гармонические одно-
родные функции заданного порядка, не зависящие 
от переменной z , т. е. зависящие лишь от двух 
пространственных переменных ,x y  [33]. Выбор 
  1  ,   cosm   ,   sin m    

( 1,2,m  ) порождает линейный базис в про-
странстве функций  , ,V x y z , причем можно убе-
диться, что все базисные функции будут линейно 
независимы. Конструирование альтернативного 
линейного базиса для функций  , ,V x y z  в виде 
квазиполиномов по четным степеням переменной 
z , который более пригоден для практических 
приложений, можно найти в [33, 43]. 

ЭТАЛОННЫЕ ТРЕХМЕРНЫЕ ГАРМОНИЧНЫЕ 
ОДНОРОДНЫЕ ФУНКЦИИ,  

АНТИСИММЕТРИЧНЫЕ ПО ПЕРЕМЕННОЙ z  

Гармоническая функция  , ,W x y z , однородная 
по Эйлеру с порядком однородности ,k  которая 
является антисимметричной по переменной z   
и тем самым обеспечивает условие  , ,0 0W x y   
вдоль граничной плоскости 0z  , при 0z  может 
быть выражена как  
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  (7) 

где    является произвольной периодической 
функцией, а интеграл для интегрального ядра 
 , , ,L x y z , как легко проверить, сходится при 

3, 0k k    (для наших целей достаточно, что он 
сходится при 1 0k   ). В силу того, что инте-
гральное ядро  , , ,L x y z  является сингулярным, 
результат интегрирования по формуле (7) не явля-
ется симметричной функцией от z . Можно убе-
диться с помощью выделения сингулярных сла-
гаемых в окрестности точки cos , sinx r y r    
и последующего их интегрирования по аналитиче-



А. С. БЕРДНИКОВ, И. А. АВЕРИН, Н. К. КРАСНОВА, К. В. СОЛОВЬЁВ  

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2016, том 26, № 4 

36 

ским формулам, что  
0

lim , , 0
z

W x y z z

   , зато 

 
0

lim , , 0
z

W x y z


 , как и должно быть у антисим-
метричной функции от z . 

Формула (7) получается из формулы (5) при 
замене 1k k   и дифференцировании по пере-
менной z , поскольку в соответствии с теоремой  
о дифференцировании однородных гармонических 
функций гармоническая антисимметричная функ-
ция порядка k  получается в результате диффе-
ренцирования по переменной z  гармонической 
симметричной функции порядка 1k  . Выбор 

     0 cos 1 sin 1a k b k        приводит  
к решению  , , 0W x y z   (такой выбор соответст-
вует в формуле (5) гармоническим однородным 

функциям вида     1
2 2,

k
V x y x y



    

    cos 1 arctgk y x   и     1
2 2,

k
V x y x y



    

    sin 1 arctg ,k y x   которые не зависят от z   
и превращаются в ноль при дифференцировании). 
За этим исключением при разных выборах функ-
ций    (с точностью до аддитивных добавок 
вида      0 cos 1 sin 1a k b k       ) полу-
чаются существенно разные функции  , ,W x y z .  

Выбор   1,     cos ,m        
sin m  ( 1,2,m  ) очевидным образом содер-

жит в себе линейный базис в пространстве функ-
ций  , , ,W x y z  антисимметричных, гармоничных 
и однородных по Эйлеру, но не совпадает с ним. 
Действительно, некоторые получаемые функции 
будут линейно зависимыми, поскольку подстанов-
ка в формулу (7) в качестве    результата раз-
ложения функций  cos 1k   или  sin 1k    
в ряды Фурье обеспечит тождественный ноль, по-
скольку других функций   ,  при которых (7) 
обращается в тождественный ноль, нет. Поэтому 
если в разложении  cos 1k   или  sin 1k    
в ряд Фурье выделить две произвольные гармони-
ки с ненулевыми коэффициентами и вычеркнуть 
их из тригонометрического базиса   1,   

  cos ,m      sin m    ( 1,2,m  ), ос-
тавшиеся тригонометрические функции будут по-
рождать полноценный линейный базис для функ-
ций вида (7). Конструирование альтернативного 
линейного базиса для функций  , ,W x y z  в виде 
полиномов по нечетным степеням переменной ,z  
который более пригоден для практических прило-

жений, можно найти в [33, 43]. 
Комментарий к полученным результатам 

Итак, гармоническая функция  , , ,U x y z  одно-
родная по Эйлеру с порядком однородности k , 
может быть представлена в виде суммы 
     , , , , , ,U x y z V x y z W x y z  , составленной  

из симметричной по z  функции 
      , , , , , , 2V x y z U x y z U x y z    и антисим-

метричной по z  функции  , ,W x y z   

    , , , , 2.U x y z U x y z    Каждая из функций 

 , ,V x y z  и  , ,W x y z  является гармонической  
и однородной по Эйлеру с порядком однородности 
k  и может быть выражена с помощью формул (5) 
или (7). Тем самым сумма выражений (5) и (7), 
зависящая от двух произвольных функций одного 
переменного, является самым общим представле-
нием для гармонической функции  , ,U x y z , од-
нородной по Эйлеру с порядком однородности 

2 0k    (впрочем, для наших целей достаточно, 
что эти формулы работают при 1 0k   ).  

Интересно, что использование формул (5), (7) 
при 1k    в сочетании с формулой (2), в которой 
сделана циклическая замена переменных y x , 
z y , x z , позволяет получить любопытные 
интегральные представления общего вида для чет-
ных и нечетных гармонических функций двух пе-
ременных. 

К сожалению, приведение выражений (5) и (7) 
и выводимых из них интегральных формул анало-
гичного типа (см. следующий раздел) к аналити-
ческим выражениям приемлемой сложности даже 
при простых функциях    и    сопряжено 
со значительными техническими трудностями, 
если k  не является целым числом. Необходимость 
выполнять в формулах (5) и (7) интегрирование  
по бесконечному интервалу основательно затруд-
няет их использование для численного расчета 
соответствующих однородных электрических  
и магнитных полей. С этой точки зрения исполь-
зование для синтеза электронно- и ионно-
оптических систем с желаемыми свойствами при 
нецелых значениях k  однородных гармонических 
квазиполиномов [33, 43] с нецелочисленными по-
рядками однородности может оказаться более вы-
годным решением. 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ, ПОЛУЧАЕМЫЕ  
С ПОМОЩЬЮ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 

Формальное дифференцирование выражений 
(5) и (7) по переменной z  позволяет получать ин-
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тегральные формулы для гармонических однород-
ных функций с другими порядками однородности. 
Это связано с тем, что область сходимости инте-
гральных ядер (равная 2 0k    для формул (5)  
и (7)) при дифференцировании меняется, в частно-
сти, потому, что степень ,k   подставляемая в ин-
тегральную формулу перед дифференцированием, 
должна быть вполне определенным образом свя-
зана с порядком однородности k  получаемой  
на выходе гармонической функции и тем самым 
сингулярность рассматриваемого интегрального 
ядра будет меняться. Так, после первого диффе-
ренцирования получаем формулы 
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 (8) 

с общей областью сходимости 3 0k   .  
После второго дифференцирования получаем 
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   (9) 

с областью сходимости 4 0k    и т. д. Исполь-
зование для полученных интегральных формул 
подстановки Томсона (3), (3а) (возможно, в соче-
тании с последующим однократным или много-
кратным дифференцированием) дает возможность 
еще больше разнообразить наборы универсальных 
интегральных ядер для генерирования симметрич-
ных и антисимметричных гармонических функ-
ций, однородных по Эйлеру. Одновременно про-
исходит расширение диапазона доступных для 
вычислений порядков однородности, в том числе  
и в область положительных значений k .  

Однако, как легко видеть, за увеличение диапа-
зона для порядков однородностей, при которых 
можно использовать интегральные формулы (8), 
(9) и т. д., приходится платить. Ценой является все 
возрастающая сингулярность интегральных ядер  
в окрестности точки 0z  , cos ,x r   siny r   

(т. е. для 2 2r x y  ,  arctg y x  , 0z  ),  
а также все большая степень неоднозначности  
в задании функций    и   , которая требу-
ется, чтобы получать на выходе различные функ-
ции  , ,V x y z  и  , ,W x y z . 

ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ  
С ЛОКАЛЬНЫМИ ОБЛАСТЯМИ  

ОДНОРОДНОСТИ: НЕРЕШЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ 

Чтобы в формулах (5), (7) и им подобных мож-
но было вычислить выражение, используемое  
в качестве интегрального ядра, необходимо, чтобы 
на сингулярность подынтегрального выражения  
в точках 0r   и r    были наложены серьезные 
ограничения. В ситуации, когда требуется, чтобы 
рассматриваемая гармоническая функция была 
однородной во всем пространстве, это ограниче-
ние является неизбежным. Однако в реальности 
нужное нам электрическое или магнитное поле 
требуется не во всем пространстве, а лишь в об-
ласти, в которой действительно происходит дви-
жение заряженных частиц. Соответственно усло-
вие однородности    , , , ,kU x y z U x y z     
требуется обеспечить лишь в некоторой подобла-
сти значений , ,x y z , где в каждой точке параметру 
  из фундаментального тождества однородности 
позволено меняться лишь в некотором допусти-
мом диапазоне значений.  

Если обнулить функцию U  вне интересующей 
нас области, то, вообще говоря, получим новую 
функцию с несколькими локальными областями 
однородности (поскольку функция  , , 0U x y z   
тоже является однородной). Наличие нескольких 
локальных областей однородности означает, что 
когда масштабирование координат выбранной 
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точки в   раз слишком велико и выводит рас-
сматриваемую точку пространства из одной об-
ласти локальной однородности в соседнюю об-
ласть локальной однородности, то тождество од-
нородности нарушается. Соответственно, если 
масштабированная траектория заряженной части-
цы не укладывается целиком в ту же локальную 
область однородности, что и эталонная траекто-
рия, то для нее принцип подобия траекторий не 
будет выполняться. Если же какая-то траектория 
пересекает две и более локальных областей одно-
родности (разделенных, например, идеальными 
сетками), то даже бесконечно близкие к ней траек-
тории, по всей видимости, не будут глобально 
совпадать с масштабированной версией исходной 
траектории.  

Исключением является случай, когда при пре-
образовании x x , y y , z z  каждая из 
локальных областей однородности отображается 
сама на себя (и тем самым оказывается инвари-
антной при преобразовании подобия). Границами 
раздела в таком случае служат плоскости и кони-
ческие поверхности, вообще говоря, криволиней-
ные, с вершиной в начале координат, а каждая ло-
кальная область будет являться либо клином, либо 
конусом, либо их дополнением до целого про-
странства. В этом случае составленная из отдель-
ных кусочков локально-однородная функция бу-
дет глобально однородной, а принцип подобия 
траекторий сохраняет свою силу. 

Искажение структуры поля вне интересующей 
нас трехмерной области приводит к тому, что гра-
ничное значение  0 ,V x y =  , ,0V x y , заданное на 
плоскости 0z   и используемое в формуле Грина 
(6), искажается, вообще говоря, произвольным об-
разом вне некоторой интересующей нас подобла-
сти плоскости 0z   (являющейся в некотором не-
строгом смысле проекцией трехмерной области 
однородности). При этом использование для сты-
ковки разнородных областей специальных множи-
телей в виде финитных "шапочек" (финитных бес-
конечно дифференцируемых функций 0C  [44]) 
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позволяет сделать переход к новому граничному 
значению сколь угодно гладким.  

Однако следует заметить, что искаженная ло-
кально-однородная функция  , ,V x y z  уже не мо-
жет быть выражена с помощью формулы (6), по-
скольку функция Грина для такой конструкции 
должна быть иной, учитывающей все имеющиеся 

границы раздела, а не только плоскость 0z  . Со-
ответственно подстановка искаженного гранично-
го условия  0 ,V x y  в формулу (6) даст нам какую-
то иную гармоническую функцию. Вообще говоря, 
в этом случае получаемая по формуле (6) функция 
больше не обязана являться ни однородной, ни 
даже локально-однородной, хотя она и останется 
при этом гармонической. Правда, принцип макси-
мума для гармонических функций [44] гарантиру-
ет, что вдали от внесенных нами искажений гар-
моническая функция меняется мало и тем самым 
отклонения траекторий заряженных частиц от за-
кона подобия будут незначительны, даже если 
точное тождество однородности для построенной 
нами гармонической функции и не выполняется 
больше. 

В частности, можно принудительно обнулить 
функцию    0 , , ,0V x y V x y  вне выбранного на-
ми диапазона 2 2 2 2

min maxr x y r   . В таком случае 
интегральные ядра, которые используются в инте-
гральных формулах (5), (7) для однородных функ-
ций, будут интегрироваться не по интервалу 
0 r   , а по гораздо более узкому интервалу 

min maxr r r  , где сингулярности интегрируемого 
выражения в точках 0r   и r    при выбранном 
значении параметра k  уже не имеют значения. 
Другим преимуществом перехода к конечному 
интервалу min maxr r r   будет то, что интегрирова-
ние по конечной области достаточно просто вы-
полняется численно. 

Как результат, при использовании модифици-
рованного граничного условия  0 ,V x y  в формуле 
(6) на выходе вместо глобально однородной функ-
ции получается локально однородная функция,  
по крайней мере, на границе 0z   (поскольку  
и функция  0 , 0V x y  , и функция  0 ,V x y   

 kr    являются локально однородными, каж-
дая в свой области). Будет ли полученная функция 
локально-однородной хотя бы в некоторой окре-
стности плоскости 0z   и существуют ли вообще 
локально-однородные гармонические функции  
в смысле, который мы придали этому термину?  

Достаточно очевидно, что если разделить с по-
мощью концентрических сфер пространство на 
трехмерные подобласти и задать в каждой подоб-
ласти свою собственную однородную гармониче-
скую функцию (предположительно, с одним и тем 
же порядком однородности), то результирующая 
конструкция будет в точности локально-
однородной и одновременно, по крайней мере, 
локально-гармонической функцией. (Вообще го-
воря, разделяющие поверхности могут быть лю-
быми, лишь бы касательные плоскости не прохо-
дили через начало координат.) С другой стороны, 
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такая функция вдоль границ раздела, скорее всего, 
не будет непрерывной или уж, по крайней мере, не 
будет непрерывно-дифференцируемой, поскольку 
на границе стыковки областей однородности вряд 
ли может выполняться дифференциальное соот-
ношение Эйлера для однородных функций. Соот-
ветственно, на границе стыковки областей одно-
родности не будет выполняться и уравнение Лап-
ласа. 

Из общих соображений следует, что если ло-
кально-однородная функция является локально-
гармонической, и если на границах раздела сохра-
няется как непрерывность самой функции, так  
и непрерывность нормальной производной (а тем 
самым и непрерывность дифференциального со-
отношения Эйлера), то такая функция обязана 
быть одной и той же однородной гармонической 
функцией по обе стороны от границы раздела. Тем 
самым, если мы имеем локально-однородное элек-
трическое или магнитное поле, так что в каждой 
локальной области тождество однородности вы-
полняется абсолютно точно, то границами раздела 
между областями однородности обязаны быть 
электроды (сетки, магнитные полюса, границы 
катушек с током и т. д.).  

Вообще говоря, будет неправильным утвер-
ждать, что искажение граничного условия 

   0 , kV x y r    вне кольца 2 2 2 2
min maxr x y r    

приводит к тому, что образуется цилиндрическая 
локальная область однородности 

2 2 2 2
min max ,r x y r z       , внутри которой 

выполнено тождество однородности и, как следст-
вие, принцип подобия траекторий. Переход в фор-
мулах (5) (и соответственно (7)) от интервала ин-
тегрирования 0 r    к интервалу интегрирова-
ния 0 a r b      разрушает тождество одно-
родности при 0z   во всех точках, хотя гармо-
ничность функции, несомненно, сохраняется:  
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(здесь следует аккуратно проверить, что при пла-
вающих в зависимости от   верхних и нижних 
границах интеграла это неравенство действитель-
но выполнено и что интегрирование по   этот 
дисбаланс ядра выправить не сможет). С другой 
стороны, если зафиксировать какие-то эквипотен-
циальные линии  0 , constV x y  , восстановить  
в трехмерном пространстве соответствующие эк-
випотенциальные поверхности и "заморозить" 
значения потенциала на этих поверхностях-
электродах, то каким бы жестким ни было измене-
ние поля с внешней стороны электродов на струк-
туре поля внутри ограниченной электродами об-
ласти это не будет сказываться. Противоречие ме-
жду этими двумя утверждениями разрешается, 
если учесть, что поле, о котором идет речь, уже не 
может быть выражено с помощью формулы (6): 
функция Грина для краевой задачи обязана учиты-
вать все имеющиеся границы для рассматривае-
мой области, тогда как в формуле (6) учитывается 
только плоскость 0z  . 

Другим аргументом является результат [4, 6], 
который показывает, что малая вариация правой 
части дифференциального соотношения Эйлера 
вдоль рассматриваемой траектории приводит  
к малым же отклонениям реальных траекторий  
от геометрических кривых, сконструированных 
исходя из принципа подобия траекторий. Наконец, 
принцип максимума для гармонических функций 
[44] гарантирует, что локальные искажения поля 
на границе, находящейся вдали от области движе-
ния заряженных частиц, приводит к быстро зату-
хающим поправкам, слабо сказывающимся на ис-
кажении истинных траекторий заряженных час-
тиц. Поэтому есть веские основания (правда, не 
являющиеся строгим доказательством) считать, 
что хотя формально при принудительном обнуле-
нии граничного условия  0 ,V x y  вне кольца 

2 2 2 2
min maxr x y r    мы и разрушаем строгое тожде-

ство однородности сразу во всех точках, но пове-
дение реальных траекторий практически не будет 
отличаться от поведения идеальных траекторий, 
если граница кольца и порожденные ею трехмер-
ные поверхности разрыва потенциальной функции 
отстоят достаточно далеко от собственно области 
движения заряженных частиц.  

Как именно выбор кольца 2 2 2 2
min maxr x y r   ,  

а также способа сглаживания перехода от одного 
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граничного условия  0 ,V x y  к другому сказывает-
ся на форме и размере трехмерного объема, в ко-
тором принцип подобия траекторий сохраняет 
свою силу с приемлемой точностью, требует от-
дельного исследования. По-видимому, полезным 
инструментом при таком исследовании могут быть 
конструктивные оценки, как именно выбор кольца 

2 2 2 2
min maxr x y r    сказывается на невязке в правой 

части дифференциального соотношения Эйлера  
и как именно невязка в правой части дифференци-
ального  соотношения  Эйлера  сказывается  на 
отклонении соседних траекторий. Также на на-
стоящий момент не известно, к каким именно ис-
кажениям электродов и магнитных полюсов, тре-
буемых для создания нужного поля, приводит об-
нуление условия      0 , , ,0 kV x y V x y r     вне 
того или иного кольца 2 2 2 2

min maxr x y r    (и как 
можно осознанно управлять этим процессом, вы-
бирая оптимальные значения min max,r r  и сглажи-
вающие множители).  

Кроме обнуления функции  0 ,V x y  вне кольца 
2 2 2 2

min maxr x y r    можно дополнительно обнулять 
ее также и вне сектора  min maxarctg ,y x    
если соответствующая область не представляет 
интереса с точки зрения движения заряженных 
частиц. Дополнительную гибкость процессу 
управления формой электродов или магнитных 
полюсов придает создание искусственной пере-
ходной области между областью с условием 

     0 , , ,0 kV x y V x y r     и областью с услови-
ем    0 , , ,0 0V x y V x y  , в которой мы имеем 
возможность варьировать граничное условие 

   0 , , ,0V x y V x y  практически произвольным 
образом.  

Как именно можно использовать свободу вы-
бора поведения граничного значения потенциала  
в переходной области для упрощения формы элек-
тродов и магнитных полюсов, остается неисследо-
ванной задачей. Другой интересной задачей явля-
ется конструирование локально-однородных гар-
монических функций, теория которых на настоя-
щий момент отсутствует. (Локально-однородные 
гармонические функции не могут быть получены  
с помощью функции Грина (6) и соответственно  
с помощью формул (5) и (7), поскольку для такого 
случая функция Грина должна конструироваться 
как с учетом границы 0z  , так и с учетом границ, 
разделяющих между собой отдельные области од-
нородности.) 
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In our previous paper “Universal expressions for 3D electric and magnetic potentials which are uniform in 

Euler terms” (see this issue) we already noted the usefulness of the paradigma of Euler’s uniform fields for de-
signing of electron-optical and ion-optical systems. Non-integer orders of uniformity significantly extends pos-
sibilities and flexibility of usage for such fields in charged particle optics. As a result the analytical expressions 
for the Laplace potentials which are uniform in Euler terms are a useful tool to design optical systems of this 
type. However, at this moment general theory of harmonic and uniform 3D functions with non-integer order of 
uniformity is absent. This paper considers particular integral expressions which produces 3D harmonic functions 
which are uniform in Euler’ terms with non-integer orders of uniformity and can be used as potentials of corres-
ponding electric and magnetic fields. 
 
 
Keywords: electric fields, magnetic fields, uniform in Euler’ terms functions, similarity principle for charged particle  
trajectories, analytical solutions of Laplace equation 
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