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ОБЩИЕ  ФОРМУЛЫ  ДЛЯ  ТРЕХМЕРНЫХ  ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ  
И  МАГНИТНЫХ  ПОТЕНЦИАЛОВ,  ОДНОРОДНЫХ  ПО  ЭЙЛЕРУ  

С  ЦЕЛОЧИСЛЕННЫМ  ПОРЯДКОМ  ОДНОРОДНОСТИ 
 

Электрические и магнитные поля, однородные по Эйлеру, являются удобным инструментом для разработки 
электронно- и ионно-оптических систем. Принцип подобия траекторий в таких полях, впервые применен-
ный Ю.К. Голиковым, позволяет более осмысленно и целенаправленно синтезировать спектрографические 
корпускулярно-оптические системы при использовании полей, принадлежащих этому классу. Как результат, 
аналитические выражения для лапласовых потенциалов однородных по Эйлеру полей являются серьезным 
подспорьем при разработке подобного рода оптических схем. Данная работа посвящена рассмотрению об-
щих формул алгебраически-дифференциального вида, с помощью которых могут легко генерироваться 
трехмерные однородные гармонические функции, описывающие соответствующие электрические и магнит-
ные поля. 
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траекторий в оптике заряженных частиц, аналитические решения уравнения Лапласа 
 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Электростатическими полями и магнитостати-
ческими полями, однородными по Эйлеру, назы-
ваются поля, напряженность или индукция кото-
рых являются функциями, однородными по Эйле-
ру в смысле, который придается этому термину  
в общих курсах математического анализа [1, 2]: 
при произвольных значениях параметра 0    
для напряженности электростатического поля 
 , ,x y zE  должно выполняться тождество 
   1, , , ,kx y z x y z    E E , а для индукции маг-

нитостатического поля  , ,x y zB  должно выпол-
няться тождество    1, , , ,kx y z x y z    B B  
(число k  является порядком однородности соот-
ветствующего поля и не обязано быть натураль-
ным или целым числом1).  

Для однородных по Эйлеру электростатических 
и магнитостатических полей справедлив принцип 

                                                 
1 При дифференцировании однородных функций по 
любой из переменных получается однородная функция 
с порядком однородности, пониженным на единицу [1, 
2]. Поэтому в этом определении закон однородности 
для напряженности электрического поля и для индук-
ции магнитного поля сознательно использует степень 

1k  , чтобы для потенциалов был выполнен закон од-
нородности со степенью k . 

подобия траекторий, который можно сформулиро-
вать в следующем виде [3–8]:  

а) для движения заряженной частицы в элек-
тростатических полях, однородных по Эйлеру  
с порядком однородности, равным k , при мас-
штабировании начальных координат в   раз, при 
сохранении начальных углов и при масштабиро-
вании начальной кинетической энергии в k   
раз траектория геометрически масштабируется  
в   раз как единое целое, тогда как время движе-
ния по траектории будет масштабировано  
в 2k    раз в каждой точке траектории (где 
  — коэффициент масштабирования массы час-
тицы, которое осуществляется независимо от гео-
метрического масштабирования); 

б) для движения заряженной частицы в магни-
тостатических полях, однородных по Эйлеру с по-
рядком однородности, равным k , при масштаби-
ровании начальных координат в   раз, при сохра-
нении начальных углов и при масштабировании 
модуля начального импульса в k   раз траек-
тория геометрически масштабируется в   раз как 
единое целое, тогда как время движения по траек-
тории будет масштабировано в 1k    раз  
в каждой точке траектории (где   — коэффици-
ент масштабирования массы частицы, которое 
осуществляется независимо от геометрического 
масштабирования). 
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Это позволяет использовать электростатиче-
ские поля, однородные по Эйлеру с показателем 
однородности, не равным нулю, как эффективные 
энергоспектрографы [3–5, 9–13], а магнитостати-
ческие поля, однородные по Эйлеру с показателем 
однородности, не равным нулю, как эффективные 
масс-спектрографы [9, 14, 15]. Поля, однородные 
по Эйлеру с показателем однородности, равным 
нулю, обладают тем полезным свойством, что 
входной параллельный моноэнергетический (для 
электрических полей) или моноимпульсный (для 
магнитных полей) пучок заряженных частиц пре-
образуется в параллельный же выходной пучок 
заряженных частиц, где угол отклонения зависит 
от энергии или импульса [16, 17]. Применение 
двухкаскадных схем с магнитными полями, одно-
родными по Эйлеру, для разработки статических 
масс-спектрографов с двойной фокусировкой рас-
сматривается в [14, 15], а применение для той же 
цели комбинированных (наложенных друг на дру-
га) электрических и магнитных полей, однород-
ных по Эйлеру, разбирается в [18]. 

Электрическое поле, однородное по Эйлеру, 
как правило, является градиентом скалярного 
электрического потенциала  , ,U x y z , который 
представляет собой однородную по Эйлеру функ-
цию порядка k :    , , , ,x y z U x y z E , 

   : , , , ,kU x y z U x y z      . Соответственно  
в пределах односвязной подобласти пространства, 
свободной от катушек с током и намагниченных 
объектов, магнитное поле, однородное по Эйлеру, 
в большинстве случаев можно представить как 
градиент скалярного магнитного потенциала 
 , ,x y z , который будет однородной по Эйлеру 

функцией порядка k :    , , , ,x y z x y z B , 
   : , , , ,kx y z x y z         [19]. Единствен-

ным исключением из этого правила являются по-
ля, однородные по Эйлеру с нулевым порядком 
однородности 0k  , у которых скалярный потен-
циал может содержать логарифмическую адди-
тивную добавку, не являющуюся однородной по 
Эйлеру функцией. Строгое доказательство этого 
факта можно найти в [20, 21].  

Как правило, электрические и магнитные поля, 
использующиеся в оптике заряженных частиц, об-
ладают плоскостью симметрии (далее предполага-
ется, что она совпадает с координатной плоско-
стью 0z  ). Для плоскости симметрии справедли-
во: если заряженная частица начинает движение  
в этой плоскости, т. е. начальные координаты  
и начальные скорости лежат в плоскости симмет-
рии, то при дальнейшем движении заряженная 
частица никуда не уходит из плоскости симмет-
рии. (Это не отменяет того факта, что при малых 

возмущениях начальных условий, выводящих за-
ряженную частицу из плоскости симметрии, ре-
зультирующая траектория может уходить от плос-
кости симметрии сколь угодно далеко [22].)  

Для  выполнения   сохранения   движения за-
ряженной  частицы  в  плоскости   симметрии 
электрический потенциал должен быть симмет-
ричной функцией от координаты z : 
   , , , ,U x y z U x y z  , так что нормальная ком-

понента напряженности электрического поля в 
плоскости симметрии обращается в ноль, посколь-
ку      0

, ,0 , , 0z z
E x y U x y z z


      (тем самым 

отсутствует электрическая сила, выводящая заря-
женную частицу за пределы плоскости симмет-
рии). Скалярный же магнитный потенциал должен 
быть антисимметричной функцией от координаты 
z :    , , , ,x y z x y z    , так что  , ,0 0x y  , 
а тангенциальные компоненты индукции магнит-
ного поля в плоскости симметрии обращаются  
в ноль из-за соотношений: 

     0
, ,0 , , 0x z

B x y x y z x


       
и  

     0
, ,0 , , 0y z

B x y x y z y


       

(т. е. отсутствует магнитная сила, выводящая за-
ряженную частицу за пределы плоскости симмет-
рии). Критерии устойчивости траекторий по от-
ношению к малым отклонениям от плоскости 
симметрии в симметричных статических электро-
магнитных полях исследуются в [22]. 

Электрический потенциал  , ,U x y z  и скаляр-
ный магнитный потенциал  , ,x y z  должны 
удовлетворять трехмерному уравнению Лапласа: 

2 2 2 2 2 2 0U x U y U z         ,  
2 2 2 2 2 2 0x y z            .  

Нахождение функций, однородных по Эйлеру  
и удовлетворяющих этим условиям, является 
весьма нетривиальной задачей [16, 17, 21, 23–28].  

На основе общих соображений можно сделать 
вывод, что в общем случае трехмерная однородная 
гармоническая функция однозначно определяется 
по итогам выбора двух произвольных функций 
одного вещественного переменного (см., напри-
мер, интегральную формулу Уиттекера для одно-
родных гармонических функций в [23, 26]). Это, 
вообще говоря, предоставляет нам для синтеза 
электронно- и ионно-оптических систем, которые 
используют поля, однородные по Эйлеру, не так 
уж много свободы. Для сравнения: гармоническая 
функция трех переменных, т. е. удовлетворяющий 
уравнению Лапласа электрический или магнитный 
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скалярный потенциал, определяется однозначно 
по итогам выбора двух произвольных функций 
двух переменных, что следует из процедуры вос-
становления потенциала в виде ряда Тейлора  
по заданному поведению потенциала и его нор-
мальной производной вдоль бесконечной плоско-
сти constz   [19, 29]. 

При наложении на однородные гармонические 
функции каких-либо дополнительных требований 
эта свобода выбора еще больше сокращается. На-
пример, однородные по Эйлеру двумерные, осе-
симметричные или мультипольные потенциалы  
с заданным порядком однородности в самом об-
щем случае определяются однозначным образом 
всего лишь с помощью выбора двух произвольных 
констант независимо от того, является порядок 
однородности натуральным (целым) числом  
или нет [27]. (Определенным достоинством в этом 
случае, однако, является то, что для этих потен-
циалов можно выписать явные аналитические 
формулы и при этом быть уверенными, что каких-
либо других потенциалов, удовлетворяющих вы-
бранным ограничениям, в природе не существует.) 
Трехмерные однородные гармонические полино-
мы [23], а в особенности трехмерные однородные 
квазиполиномиальные потенциалы с заданным 
порядком однородности [21, 27, 28], не обязатель-
но целочисленным, представляют собой в этом 
отношении разумный компромисс — с одной сто-
роны, обеспечивая явные и конструктивные ана-
литические формулы для вычисления потенциалов 
с заданным порядком однородности, а с другой 
стороны, обеспечивая при этом куда как более 
широкую свободу выбора, чем у перечисленных 
выше классов однородных гармонических функ-
ций. 

1. ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛОВ, 
ОДНОРОДНЫХ ПО ЭЙЛЕРУ С ПОРЯДКАМИ 

ОДНОРОДНОСТИ 0k   И 1k    

Все гармонические функции трех переменных, 
однородные по Эйлеру с нулевым порядком одно-
родности, могут быть вычислены с помощью об-
щей формулы, называемой формулой Донкина2:  

 , ,U x y z   

                                                 
2 В работах [16, 17, 23, 24] вместо выделенной коорди-
наты x и плоскости симметрии 0z  , как это делается  
в приведенных здесь формулах, при записи формулы 
Донкина используется выделенная координата z  
и плоскость симметрии 0y  . Легко понять, что полу-
чающиеся формулы отличаются только циклической 
перестановкой переменных. 

2 2 2 2 2 2
, ,y zF

x x y z x x y z

 
 
       

   (1) 

где  ,F p q  — произвольная функция, удовлетво-
ряющая двумерному уравнению Лапласа 

2 2 2 2 0F p F q       [16, 17, 23, 24, 30, 31]. 
Электростатические потенциалы, порождаемые 
формулой (1), исследовались в работах [16, 17].  

Вывод формулы Донкина "с нуля" [24, 30, 31] 
представляет собой образец математического ис-
кусства и мастерства очень высокого уровня. Но 
как только явный вид формулы (1) оказывается 
известным, ее доказательство становится элемен-
тарным. Действительно, любая функция 
 , ,U x y z , не обязательно гармоническая, но зато 

однородная по Эйлеру с нулевым порядком одно-
родности, может быть представлена в форме (1)  
с помощью подходящим образом заданной функ-
ции  ,F p q  двух переменных. Такая запись пред-
ставляет собой модифицированный вариант запи-
си однородных функций  1 2, , , nf x x x  с поряд-
ком однородности, равным k , в виде 
   1 2 1 2 1 1, , ,k

n nf x x x x g x x x x   [1, 2]: 

 

 2 2 2 2

, , ,

2 2, , ,
1 1

y zU x y z
x x

p q F p q
p q p q

    
 

 
       

 

   2 21 1

y xp
y x z x


  

, 

   2 21 1

z xq
y x z x


  

. 

Подстановка выражения (1) в трехмерное урав-
нение Лапласа немедленно дает: для того, чтобы 
функция  , ,U x y z  удовлетворяла трехмерному 
уравнению Лапласа, необходимо и достаточно, 
чтобы функция  ,F p q  удовлетворяла двумерно-
му уравнению Лапласа 

     

     

2 2 2

2 2 2

22 2 2 2

2 2 2

, , , , , ,

1 , ,
,

4

U x y z U x y z U x y z
x y z

p q F p q F p q
x p q

  
  

  

    
     

 

2 2 2

yp
x x y z


  

, 
2 2 2

zq
x x y z


  

,  
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2 2 2 2

2 2, .
1 1

px qxy z
p q p q

 
   

 

По такой же в точности схеме можно показать, 
что формула 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2

1, ,

, ,

V x y z
x y z

y zF
x x y z x x y z

 
 

 
 
       

   (2)
 

где  ,F p q  — произвольная функция, удовлетво-
ряющая двумерному уравнению Лапласа 

2 2 2 2 0F p F q      , является общей формулой 
для гармонических функций, однородных по Эй-
леру с порядком однородности 1k   : 

     

 
 

   

2 2 2

2 2 2

32 2 2 2

2 23 2 2

, , , , , ,

1 , ,
.

4 1

V x y z V x y z V x y z
x y z

p q F p q F p q
p qx p q

  
  

  

    
       

  

Альтернативные формулы для гармонических 
функций, однородных по Эйлеру с порядком од-
нородности 1k   , могут быть получены из (1) 
после дифференцирования по , ,x y z  [24]. Однако 
тот факт, что (2) является общей формулой для 
гармонических и однородных функций с порядком 
однородности 1k   , гарантирует, что все эти 
формулы так или иначе сводятся к виду (2) при 
соответствующем выборе функции  ,F p q . 

Двумерные гармонические функции 

Генератором гармонических функций  ,F p q  
для формул (1), (2) служат вещественные и мни-
мые части аналитических функций комплексного 
переменного [19, 32–35]. Тот факт, что веществен-
ные и мнимые части любой аналитической функ-
ции комплексного переменного действительно 
удовлетворяют двумерному уравнению Лапласа, 
является элементарным и может быть найден  
в любом учебнике по аналитическим функциям 
[19, 32–35] при обсуждении следствий из соотно-
шений Коши—Римана. Не менее элементарным, 
но не столь акцентируемым фактом является то, 
что любая функция двух вещественных перемен-
ных, удовлетворяющая двумерному уравнению 
Лапласа, на самом деле является вещественной 
частью либо мнимой частью (по выбору) некото-
рой подходящей аналитической функции ком-
плексного переменного. Тем самым, ограничивая 

свой выбор аналитическими функциями ком-
плексного переменного, мы на самом деле не по-
теряем ни одной двумерной гармонической функ-
ции. 

Обоснование. Из соотношений Коши—Римана 

   , ,G p q q F p q p     ,  

   , ,G p q p F p q q       

для функций комплексного переменного 
       i , i ,f z f p q F p q G p q    , дифферен-

цируемых по крайней мере один раз, следуют со-
отношения 

2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

0,

0,

G G G
p q q p p q

F F F F
p q p q

F F F
q p p q p q

G G G G
q p p q

       
             

   
     

   

       
             

   
     

   

 

что означает, что  ,F p q  и  ,G p q  удовлетворя-
ют двумерному уравнению Лапласа.  

Рассмотрим произвольное решение  ,F p q  
двумерного уравнения Лапласа и посмотрим, 
можно ли восстановить парную функцию  ,G p q , 
удовлетворяющую соотношениям Коши—Римана 

G q F p     , G p F q     . Ответ будет по-
ложительным, причем искомая функция  ,G p q  
оказывается единственной с точностью до адди-
тивной константы. Это связано с тем, что система 
соотношений Коши—Римана, рассматриваемая 
как переопределенная система линейных уравне-
ний в частных производных относительно неиз-
вестной функции  ,G p q , является совместной  
и разрешимой (единственным образом и с точно-
стью до аддитивной константы), поскольку усло-
вие    G q p G p q         , выполненное  
в силу гармоничности функции  ,F p q , является 
для этого и необходимым, и достаточным [36–39]. 
При условии же выполнения соотношений Ко-
ши—Римана для пары функций  ,F p q   
и  ,G p q  комплекснозначная функция 
     , i , iF p q G p q f p q    будет полноценной 
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аналитической функцией комплексного перемен-
ного, что следует из интегральной формулы Коши 
[32–35]. Функция  ,F p q  будет являться ее веще-
ственной частью. Аналогичным образом функция 
 ,F p q  может быть сделана мнимой частью неко-

торой подходящей аналитической функции ком-
плексного переменного. 

Взаимно-однозначная связь функций двух пе-
ременных, удовлетворяющих двумерному уравне-
нию Лапласа, с вещественными и мнимыми час-
тями аналитических функций комплексного пере-
менного [32–35] обеспечивает исследователей 
достаточным исходным материалом для синтеза 
электрических и магнитных полей по формулам 
(1) и (2). Для того, чтобы потенциалы (1) или (2) 
были функциями, симметричными по координате 
z , необходимо и достаточно, чтобы  ,F p q  была 
функцией, симметричной по координате q  (т. е. 
была вещественной частью функции комплексно-
го переменного  if p q , которая на веществен-
ной оси 0q   принимает вещественные значения 
[19]). Для того, чтобы потенциалы вида (1) или (2) 
были функциями, антисимметричными по коор-
динате z , необходимо и достаточно, чтобы 
 ,F p q  была функцией, антисимметричной по 

координате q  (то есть, была мнимой частью 
функции комплексного переменного  f p iq , 
которая на вещественной оси 0q   принимает 
исключительно вещественные значения [19]).  

Симметризация 

      , , , 2F p q F p q F p q     
и  

      , , , 2F p q F p q F p q      

позволяет любую несимметричную гармоничную 
функцию  ,F p q  разбить на симметричную и ан-
тисимметричную гармоничные части, каждая из 
которых не равна нулю. Дополнительно: когда 
 ,G p q  является мнимой частью аналитической 

функции, вещественной частью которой является 
функция  ,F p q , то мнимой частью для симмет-
ричной функции  ,F p q  будет антисимметрич-
ная функция       , , , 2G p q G p q G p q    , а 
мнимой частью для антисимметричной 

 ,F p q  — симметричная функция  ,G p q   

    , , 2G p q G p q   . Если гармоничная 
функция  ,F p q  сама по себе является симмет-
ричной или антисимметричной, то недостающую 

(антисимметричную или симметричную) часть 
можно восстановить из соотношений Коши—
Римана [32–35]    , ,G p q q F p q p     , 

   , ,G p q p F p q q     , которые в силу гар-
моничности функции  ,F p q  всегда будут иметь 
решение, причем единственное с точностью  
до аддитивной константы.  

2. ПОТЕНЦИАЛЫ, ОДНОРОДНЫЕ ПО ЭЙЛЕРУ  
С ЦЕЛОЧИСЛЕННЫМИ ПОРЯДКАМИ  

ОДНОРОДНОСТИ 

В работе [24, (гл. IV, §15 и §16)]  рассматрива-
ется, как можно представить в самом общем виде 
гармонические функции, однородные по Эйлеру, 
при любом целочисленном порядке однородности. 
Алгоритм генерирования максимально полного 
набора гармонических и однородных функций  
с целочисленными порядками однородности бази-
руется на двух фундаментальных фактах. 

А. Если  , ,U x y z  — произвольная гармониче-
ская функция, то функция 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1, ,

, ,

V x y z
x y z

x y zU
x y z x y z x y z

 
 

 
        

   (3)
 

тоже будет гармонической [40, 41]. Замена пере-
менных (3) представляет собой инверсию в шаре. 
Она сохраняет однородность функции и гармо-
ничность функции. Указанное преобразование 
может использоваться при синтезе электронно-  
и ионно-оптических систем [5].  

Легко убедиться, что если  , ,U x y z  — одно-
родная по Эйлеру функция с порядком однород-
ности k , то  , ,V x y z  будет однородной по Эйле-
ру функцией с порядком однородности  1k  . 
Легко проверить, что повторная подстановка (3) 
осуществляет обратный переход от функции 
 , ,V x y z  к функции  , ,U x y z . Таким образом, 

для каждой гармонической функции, однородной 
по Эйлеру с порядком однородности k , обяза-
тельно существует прототип с порядком однород-
ности  1k  , из которого ее можно получить  
с помощью формулы (3).  

Формулу Томсона (3), называемую также пре-
образованием Кельвина [42–44], для однородных 
функций  , ,U x y z можно дополнительно упро-
стить. Если с помощью тождества однородности 
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   , , , ,kU x y z U x y z     вынести множитель 

 2 2 21 x y z   из-под аргументов функции (3), 
формула преобразуется к виду 

     2 1
2 2 2, , , ,

k
V x y z U x y z x y z



   .  (3а) 

То, что такая функция  , ,V x y z  будет одно-
родной с порядком однородности  1k  , прове-
ряется прямой подстановкой x x , y y , 
z z . То, что такая функция  , ,V x y z  будет 
гармонической, можно доказать, если принять во 
внимание, что функция  , ,U x y z  удовлетворяет 
уравнению Лапласа 0xx yy zzU U U    и соотно-
шению Эйлера x y zxU yU zU kU    ([45, при-
ложение Б к гл. 1]).  

Б. Если  , ,U x y z  — гармоническая функция, 
однородная по Эйлеру с порядком однородности 
k , то существует такая гармоническая функция 
 , ,W x y z , однородная по Эйлеру с порядком од-

нородности 1k  , что    , , , ,U x y z W x y z x   . 
Вместо координаты x  можно выбрать y  или z , а 
также произвольное направление дифференциро-
вания. То есть для любого выбора констант , ,a b c  
найдется такая гармоническая функция  , ,W x y z , 
однородная по Эйлеру с порядком однородности 

1k   (разная при разном выборе констант , ,a b c ), 
для   которой   будет справедливо  соотношение  

     , , , , , ,U x y z a W x y z x b W x y z y      

  , ,c W x y z z   .  

То, что производные от функции  , ,W x y z   
по , ,x y z  являются гармоническими функциями, 
однородными по Эйлеру с порядком однородно-
сти k , является прямым следствием формулы 
дифференцирования функций, однородных по Эй-
леру [1, 2]. Однако то, что все функции  , ,U x y z  
рассматриваемого типа являются производными 
некоторых гармонических однородных функций 
порядка 1k   и что дифференцирования лишь по 
одной из координат достаточно, чтобы получить 
все возможные функции  , ,U x y z , является не-
тривиальным фактом.  

Единственность существования функции-
прототипа  , ,W x y z , впрочем, здесь не выполня-
ется: существенно разным функциям  , ,W x y z  
могут  соответствовать  одни  и  те  же     функции 

 , ,U x y z . Например, при дифференцировании  
по координате x  трехмерные гармонические од-
нородные функции порядка 1k  , отличающиеся 
на аддитивную добавку вида 

      
1

2 2
0 cos 1 arctg

k
W y z k y z 



   , которая 

представляет собой двумерную гармоническую 
однородную функцию порядка 1k  , будут поро-
ждать одни и те же функции  , ,U x y z , гармони-
ческие и однородные по Эйлеру с порядком одно-
родности k . 

Итак, для генерирования гармонических функ-
ций, однородных по Эйлеру с целочисленным по-
рядком однородности, получаем следующую про-
цедуру. Для гармонических функций, однородных 
по Эйлеру с нулевым порядком однородности, 
формула Донкина (1) дает все возможные функ-
ции такого вида (или как вариант формула (2) дает 
все возможные функции, гармонические и одно-
родные по Эйлеру с порядком 1k   ). С помощью 
дифференцирования этих функций по выбранной 
координате (например, x ) последовательно полу-
чаем все гармонические функции, однородные по 
Эйлеру с порядками однородности 1, 2, 3,      
С помощью подстановки (3) из этих гармониче-
ских функций получаются все гармонические 
функции, однородные по Эйлеру с порядками од-
нородности 1, 2, 3,     Сформулированные вы-
ше теоремы гарантируют, что при такой процеду-
ре действий никакая гармоническая функция с це-
лочисленным порядком однородности не будет 
пропущена.  

Частным случаем этой процедуры является 
процесс Томсона ([45, приложение Б к гл. 1]) для 
рекурсивного генерирования однородных функ-
ций нулевого порядка. А именно, если 

 0 , ,V x y z  — гармоническая однородная функция 
нулевого порядка, то функции 

 02 2 2 , ,V x y z
x y z

x


 


, 

 02 2 2 , ,V x y z
x y z

y


 


, 

 02 2 2 , ,V x y z
x y z

z


 


 

будут новыми однородными гармоническими 
функциями нулевого порядка. Действительно, 
производные от  0 , ,V x y z  — однородные гармо-
нические функции порядка 1k   , и после приме-
нения к ним формулы Томсона, записанной в виде 
(3а), получаем новые гармонические однородные 
функции нулевого порядка. Повторное примене-
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ние этой процедуры дает подстановки следующего 
уровня с участием вторых производных и т. д.  
Для формулы Донкина (1) данная процедура озна-
чает замену гармонической функции  ,F p q   
на функции 

F Fp q
p q

 
 

 
,   

2 21
2

p q F Fpq
p q

   


 
, 

2 21
2

F p q Fpq
p q

   
 

 
. 

Легко проверить, что эти новые функции, пред-
ставляющие собой с точностью до множителя ве-
щественные и мнимые части аналитических функ-
ций комплексного переменного  z F z z    
и    21 z F z z   , действительно будут гармони-
ческими.  

После дифференцирования разные однородные 
потенциалы порядка k  способны порождать одни 
и те же однородные потенциалы порядка 1k  , 
поэтому полезно проанализировать получаемые 
формулы на предмет избыточности. Рассмотрим, 
например, случаи 0k   и 1k   . С одной сторо-
ны, для 1k    все возможные однородные гармо-
нические функции определяются формулой (2).  
С другой стороны, эти же функции должны опре-
деляться как производные по x  от формулы (1). 
Результат сравнения выглядит следующим обра-
зом: 

   

   

1, , ,

, ,1 ,

V p q r G p q
r

F p q F p q
p q

r p q

 

   
     

   (4)
 

где в формуле (2) сделана замена F G , чтобы 
не путать между собой разные функции, а также 
использована подстановка  

 2 2

2 2

1
1

p q r
x

p q
 


 

,   2 2

2
1

pry
p q


 

,  

2 2

2
1

qrz
p q


 

,     

позволяющая взаимно-однозначным образом пе-
рейти от переменных , ,x y z  к переменным 

2 2 2

yp
x x y z


  

, 
2 2 2

zq
x x y z


  

,  

2 2 2r x y z   .  

Пусть      * i , i ,G p q G p q G p q     и  * iF p q   
   , i ,F p q F p q    — функции комплексного 

переменного, вещественными частями которых 
служат гармонические функции  ,G p q   
и  ,F p q . (Парные функции  ,G p q  и  ,F p q  
восстанавливаются по заданным функциям 
 ,G p q  и  ,F p q  из соотношений Коши—

Римана F q F p     , F p F q       
и G q G p     ,  ,G p G p q q      с точно-
стью до аддитивной константы.) Для выполнения 
тождества (4) необходимо и достаточно условие 

   *
*

d
d

F s
G s s

s
  , где is p q   — комплексная 

переменная. Поэтому между гармоническими 
функциями G  и F , участвующими в тождестве 
(4), устанавливается взаимно-однозначное соот-
ветствие. 

1. Функция F F F FG p q p q
p p p q

   
     

   


 

будет гармонической, если F  гармоническая 

функция. Функция F FG q p
p p

 
   

 


  

F Fq p
p q

 
  

 
 — парная функция для G . Функ-

ции ,G G  вычисляются по заданной функции F  
однозначным образом. Гармоничность функций 

,G G  и соотношения Коши—Римана для функций 
,G G  устанавливаются прямой проверкой. 
2. Функция F  восстанавливается из соотно-

шений F FG p q
p q

 
  

 
, F FG q p

p q
 

  
 

   

по заданной паре функций ,G G  однозначным об-
разом с точностью до аддитивной константы с по-
мощью процедуры, описанной в [36, 37]. Условия 
совместности [36–39] для этой переопределенной 
системы уравнений относительно неизвестной 
функции F  выполнены, поскольку ,G G  связаны 
между собой соотношениями Коши—Римана. 

Прямой проверкой (поскольку 2 2

F pG qG
p p q

 
 

 


, 

2 2

F qG pG
q p q

  


 


) можно убедиться, что функция 

F  будет гармонической.  
В данном примере процессу упрощения фор-

мулы, полученной при дифференцировании, спо-
собствовало использование функций комплексно-

(5)

(6)
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го переменного, а также то, что мы заранее знали 
желаемый ответ в виде формулы (2). Аналогич-
ным образом можно разобрать случаи, когда для 
генерирования гармонических потенциалов, одно-
родных по Эйлеру с 1k   , используется диффе-
ренцирование формулы Донкина (1) по ,y z  или 
вообще по произвольно взятому направлению. 
Однако в общем случае приведение к максимально 
простой форме выражений, полученных при мно-
гократном дифференцировании формулы (1), вы-
глядит не столь просто. 

Примечание 1. В [30, 31] вместо дифференци-
рования по выбранной координате рассматривает-
ся процедура генерирования однородных гармо-
нических функций с показателями однородности 

1, 2, 3,    , состоящая в применении к исходной 
функции нулевого порядка однородности после-
довательности из дифференциальных операторов 
специального вида. Исторически эта процедура 
была первой, с помощью которой удалось решить 
проблему гармонических функций с целочислен-
ными порядками однородности [30, 31], однако 
процедура дифференцирования по выбранной ко-
ординате выглядит гораздо более привлекательной 
в техническом плане [24]. 

Примечание 2. Для нецелочисленных поряд-
ков однородности процедура генерирования об-
щих формул могла бы быть устроена аналогичным 
образом, поскольку и формула Томсона (3), и тео-
рема о дифференцировании однородных гармони-
ческих функций никак не используют предполо-
жение о целочисленности порядка однородности. 
Однако имеется проблема с надежными формула-
ми для какого-либо фиксированного нецелочис-
ленного порядка однородности, с которых можно 
начать процесс генерирования общих формул. 
Этот вопрос исследуется в публикации [46]. 

Примечание 3. Доказательство теоремы о 
дифференцировании и интегрировании однород-
ных гармонических функций, приводимое в моно-
графии [24], существенным образом использует 
тот факт, что исследуемая функция не имеет осо-
бенностей в начале координат 0x y z   . Как 
следует из примеров, приводимых, в частности,  
в [7, 16, 17, 21, 25–28], однородные гармонические 
функции, которые используются в оптике заря-
женных частиц как потенциалы электрических  
и магнитных полей, зачастую имеют в отдельных 
точках особенности, причем в силу базового свой-
ства однородности такие точки либо совпадают  
с началом координат, либо плотно заполняют со-
бой прямую линию (луч), выходящую из начала 
координат. В [47] рассматривается уточненное 
доказательство указанной теоремы, допускающее 
существование у гармонических однородных 

функций точек с особенностями, в частности,  
в начале координат.3  

3. ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛОВ, 
ОДНОРОДНЫХ ПО ЭЙЛЕРУ С ПОРЯДКАМИ 

ОДНОРОДНОСТИ 2k   , 1k   И 3k   , 2k   

Дифференцирование формулы (2) по перемен-
ной x  позволяет получить общую формулу  
для гармонических однородных функций с поряд-
ком однородности 2k   : 

 
     

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

, ,

, ,1 1 , ,
1

, ,

,

H x y z

F p q F p q p qp q F p q
r p q p q

y zp q
x x y z x x y z

r x y z



    
       

 
     

  

(7) 

где  ,F p q  — произвольная функция, удовлетво-
ряющая двумерному уравнению Лапласа.  

Однако теперь уже нельзя утверждать, что раз-
ные гармонические функции  ,F p q  порождают 
разные гармонические функции  , ,H x y z .  
А именно, с учетом процедуры дифференцирова-
ния функция  , ,V x y z  в формуле (2) может зада-
ваться с точностью до аддитивной добавки в виде 
гармонической функции, однородной по Эйлеру  
с порядком однородности 1k    и не зависящей 
от переменной x . Иными словами, с точностью до 
линейной комбинации гармонических функций 

2 2

y
y z

 и 2 2

z
y z

. Отсюда следует, что при вы-

числении по формуле (7) какой-либо функции 
 , ,H x y z , гармонической и однородной по Эйле-

ру с порядком однородности 2k   , функция 
 ,F p q  может задаваться с точностью до линей-

                                                 
3 Такое уточнение теоремы является на самом деле 
важным. Например, общая формула Уиттекера для од-
нородных гармонических функций [23, 26], в процессе 
вывода подразумевающая регулярность этих функций, 
как показывает практика, описывает в полном объеме 
лишь класс однородных гармонических функций, регу-
лярных (разложимых в сходящийся степенной ряд)  
в точке 0 zyx  (т. е. фактически однородные 
гармонические полиномы) [41]. Тем самым упускаются 
решения, не аналитические в начале координат, но 
имеющие большой практический смысл. Соответст-
вующие контрпримеры могут быть найдены в [21, 26, 
27]. 



ОБЩИЕ  ФОРМУЛЫ... 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2016, том 26, № 4 

21

ной комбинации функций 
 2 2

2 2

1p p q
p q
 


  

и  
 2 2

2 2

1q p q
p q
 


. 

Применение подстановки Томсона (3) позволя-
ет из формулы (7) получить общую формулу  
для гармонических однородных функций с поряд-
ком однородности 1k   : 

 
     

2 2

2 2

, ,

, , 1 , .
1

H x y z

F p q F p q p qr p q F p q
p q p q



    
       

  (8)
 

Здесь для получения разных функций 
 , ,H x y z  функция  ,F p q  также должна зада-

ваться с точностью до линейной комбинации 

функций 
 2 2

2 2

1p p q
p q
 


 и 

 2 2

2 2

1q p q
p q
 


. 

Дифференцирование формулы (2) по перемен-
ным ,y z  дает альтернативные общие формулы 
для гармонических однородных функций с поряд-
ком однородности 2k    и соответственно для 
гармонических однородных функций с порядком 
однородности 1k   : 

     

   

   

     

2 2

2 2

2 2
2 2

,
, , 1

, 4 ,2 ,
1

,
, , 2

, 4 .1 ,
1

k

k

F p q
H x y z r p q

p

F p q ppq F p q
q p q

F p q
H x y z r pq

p

F p q qq p F p q
q p q

 
    

 
     

 
  

 
       

  (9) 

Линейные комбинации формул (7), (9) дают 
дополнительные общие выражения, сводимые, 
впрочем, к (7) при надлежащем выборе функции 
 ,F p q  и замене переменных ,p q . По всей види-

мости, из всех этих формул выражение (7) являет-
ся самым простым. В самом общем виде возмож-
ности этих формул исследуются далее в разделе 5. 

Повторное дифференцирование формулы (2)  
по переменной x  позволяет получить общие фор-
мулы для гармонических однородных функций  
с 3k    и 2k   : 

 , ,H x y z   

   
 

 

 
 

   

     

22 2 2 2

22 2

2 2

2 2

2 2 2
2 2

2 2

1 2
2 ,

1
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2

1
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k
p q p q

r F p q
p q

p q F p q F p q
p q

p qp q

F p q F p q F p q
p pq q

p p q q

    
 
  

     
       

  
       

  (10)

 

Как и раньше, здесь использована подстановка 
(6), а  ,F p q  представляет собой произвольную 
функцию, удовлетворяющую двумерному уравне-
нию Лапласа. Прямая проверка подтверждает, что 
функции (10) действительно удовлетворяют трех-
мерному уравнению Лапласа. С учетом того, что 

   2 2

2 2

, ,
0

F p q F p q
p q

 
 

 
, формулы (10) могут 

быть записаны в разных эквивалентных формах. 
Чтобы получать одни и те же значения для вы-

ражений (10), получаемых в результате двукратно-
го дифференцирования выражения (2), в формуле 
(2) однородная функция  , ,V x y z  порядка  1  
задается с точностью до аддитивной добавки 

 
 
 

2 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2a b c d

x y zy z xyzC C C C
y z y z y z y z


  

   
. 

Это означает, что и функция  ,F p q  в формулах 
(10) должна задаваться с точностью до линейной 
суперпозиции функций 

 2 2

2 2

1p p q
p q
 


,   

 2 2

2 2

1q p q
p q
 


, 

  
 

22 2

22 2

1pq p q

p q

 


,   

    
 

22 2 2 2

22 2

1p q p q

p q

  


,  

если мы хотим получать существенно разные 
функции  , ,H x y z . 

Альтернативные формулы для 3k   , 2k    
могут быть получены с помощью двукратного 
дифференцирования формулы (2) по различным 
комбинациям , ,x y z . Из шести получаемых таким 
образом формул только пять будут независимыми, 
поскольку дифференцируемая функция  , ,V x y z  
является гармонической и должна подчиняться 

уравнению Лапласа 
2 2 2

2 2 2 0V V V
x y z

  
  

  
. Диффе-
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ренцирование облегчается, если использовать 
формулы 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

1 , , ,
1

2 1, , ,
1

2 1, , .
1

r p q p p q q
x p q x r x r
r p p p q q pq
y p q y r y r
r q p pq q p q
z p q z r z r

    
    

    

    
   

    

    
   

    

 

Дополнительные варианты конструируются  
в виде линейных комбинаций с постоянными ко-
эффициентами формул, полученных в результате 
дифференцирования, а также с помощью кон-
формной замены аргументов у функции F . Воз-
можные упрощения формул (7)–(10) с помощью 
конформной замены переменных рассматривается 
далее в разделе 6. 

4. ОБЩИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ 

Возможно, удастся упростить выражения (7)–
(10) так, чтобы удалить из них производные  
от функции? Задача не представляется безнадеж-
ной: например, в разделе 2 результат дифференци-
рования алгебраической формулы (1), представ-
ляющий собой алгебраически-дифференциальное 
выражение с производными первого порядка, уда-
ется упростить до чисто алгебраического вида (2). 

Рассмотрим алгебраическое выражение 
      , , , , , , ,R x y z F f x y z g x y z  и попробуем 

найти такие функции , ,R f g  от переменных 
, ,x y z , чтобы при любой гармонической функции 

F  результат удовлетворял трехмерному уравне-
нию Лапласа и был однородной функцией. Нали-
чие формул (1), (2) показывает, что такая задача не 
бессмысленна, а тот факт, что сумма двух одно-
родных гармонических функций снова является 
однородной гармонической функцией, заставляет 
ограничиться линейными по F  выражениями, 
причем с нулевым свободным членом. При этом, 
поскольку всегда есть возможность применить 
взаимно-обратную подстановку (5), (6), исследуе-
мое алгебраическое выражение можно с самого 
начала записать через переменные , ,p q r , выра-
жаемые через , ,x y z  по формулам (6): 

        , , , , , , , , ,x y z R r p q F f r p q g r p q   . (11)  

Продифференцируем (11) и подставим в трех-
мерное уравнение Лапласа. В получившееся вы-
ражение будут входить значения функции F  и ее 
первые и вторые производные. Требование, чтобы 

F  была гармонической функцией, накладывает 

единственное условие 
2 2

2 2

F F
g f

 
 

 
, а значения 

2 2

2, , , ,F F F FF
f g f f g

   
    

 можно рассматривать как 

произвольные и независимые. Поэтому выраже-
ния, сгруппированные как множители перед 

2 2

2, , , ,F F F FF
f g f f g

   
    

, должны обращаться в ноль 

по отдельности.  
Примечание 4. Это можно сделать, поскольку 

задача Коши о восстановлении гармонической 
функции по заданным на прямой 0g g  значени-

ям    0
0

,
, ,

F f g
F f g

g



 всегда разрешима,  

по крайней мере, локально в виде сходящегося 
ряда. Поэтому всегда можно подобрать такую 
гармоническую функцию  ,F f g , у которой ве-

личины 
2 2

2, , , ,F F F FF
f g f f g

   
    

 в заданной точке 

равны заранее назначенным значениям, т. е. вели-

чины 
2 2

2, , , ,F F F FF
f g f f g

   
    

 могут быть произ-

вольными, если не накладывать каких-либо до-
полнительных ограничений на функцию F .  

В результате получаем систему уравнений 
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R p q f f

rR rf f
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R p q g g

rR rg g

p

    

    

    

    

    

  

    

    

  

      22 4 2 0pp qq rr rq R R r rR R   

  (12) 

(для экономии места символы частных производ-
ных заменены на нижние индексы). 
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Кроме уравнения Лапласа функция (11) должна 
удовлетворять дифференциальному соотношению 
Эйлера для однородных функций [1, 2] 

x y zx y z k       ,   (13) 

откуда в силу произвольности величин 
, ,F F f F g     сразу следуют соотношения 

0rf  , 0rg  , rrR kR . Тем самым 
   , , ,kR r p q r S p q , а функции , ,f g S  не зави-

сят от r . Первые два уравнения системы (12) при-
обретают вид 2 2 2 2

p q p qf f g g   , 0p p q qf g f g  , 
откуда сразу следует, что либо p qf g , q pf g  , 
либо p qf g  , q pf g . Тем самым функции ,f g  
необходимым образом должны быть гармониче-
скими и удовлетворять соотношениям Коши—
Римана, т. е. задавать конформное отображение 
   , ,p q f g . Значит, для аргументов функции 
F  всегда можно сделать предварительную обрат-
ную замену переменных, по крайней мере, ло-
кально, сохранив при этом ее свойство быть про-
извольной гармонической функцией. Поэтому  
на этапе предварительного анализа проблемы без 
ограничения общности можно считать, что 
 ,f p q p ,  ,g p q q  (потом в случае необхо-

димости можно применить конформную замену 
для аргументов функции F  уже в полученной 
формуле). 

Тогда соотношения (12) приобретают вид 
0pR  , 0qR  , 2 0rr rrR R  . Поскольку 

 , constk kR r S p q r   , условие 2 0rr rrR R   
может быть выполнено только при 0k   или при 

1k   . Поэтому формулы (1) и (2) с точностью  
до постоянного множителя и конформной замены 
аргументов ,p q  — единственные с требуемым 
свойством. С помощью конформной замены пере-
менных формулам Донкина (1), (2) можно придать 
другой вид, но а) все эти формы записи будут эк-
вивалентны, б) ни одна из них не проще другой. 
Отсюда также следует, что избавиться от произ-
водных в формулах (7)–(10) невозможно. 

5. ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ С ПЕРВЫМИ  
ПРОИЗВОДНЫМИ 

По аналогии с предыдущим разделом рассмот-
рим выражения 

       , ,
, , ,

F f g F f g
x y z R F f g S T

f g
 

   
 

,(14)  

где  , ,R r p q ,  , ,S r p q ,  , ,T r p q ,  , ,f r p q , 

 , ,g r p q  — фиксированные функции от выраже-
ний (6), а F  — произвольная гармоническая 
функция двух переменных.  

Требование удовлетворить дифференциально-
му соотношению Эйлера дает условия  

0, 0, ,

, .

f g f g RT S S T r kR
r r r r r
S f T gr rR kS r rR kT
r r r r

    
    

    
   

   
   

  

Если 2 2 0S T  , то из первых двух условий 
следует, что 0r rf g  , т. е. ,f g  зависят только 
от ,p q  и не зависят от r . Оставшиеся уравнения 
дают условия  ,kR r p q ,  ,kS r p q , 

 ,kT r p q , где  ,p q ,  ,p q ,  ,p q  — 
пока не известные функции. 

С учетом этих условий подстановка (14)  
в уравнение Лапласа (где также используются со-

отношения 
2 2

2 2

F F
g f

 
 

 
, 

3 3

2 3

F F
f g f
 

 
  

, 

3 3

3 2

F F
g f g

 
 

  
, а остальные значения функции F  

и ее производных считаются независимыми) дает 

для множителей перед производными  3

3

,F f g
f




  

и  3

2

,F f g
f g


 

 следующую систему уравнений: 

   
   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 0,

2 0.

p q p q p p q q

p p q q p q p q

f f g g f g f g

f g f g f f g g

 

 

     

     
  

Поскольку предполагается, что 2 2 0   ,  
то отсюда следует, что 2 2 2 2

p q p qf f g g   , 
0p p q qf g f g  , так что либо p qf g , q pf g  , 

либо p qf g  , q pf g  (тем самым снова реализу-
ется конформная замена переменных для аргумен-
тов функции F ). Используя рассуждения из пре-
дыдущего раздела, без ограничения общности 
можно считать, что  ,f p q p ,  ,g p q q , по-
скольку фиксированное конформное преобразова-
ние для аргументов функции F  приводит всего 
лишь к взаимно-однозначному переходу к другой 
произвольной гармонической функции F . Тогда 
оставшиеся уравнения, получаемые при подста-
новке (14) в уравнение Лапласа и группировке 
множителей перед независимыми производными 
от функции F , приобретают вид 
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(15) 

Из первых двух уравнений системы (15) следу-
ет, что пара функций ,   удовлетворяет уравне-
ниям Коши—Римана, и тем самым функции    
и   должны удовлетворять двумерному уравне-
нию Лапласа. Поэтому с помощью третьего и чет-
вертого уравнений системы (15) их можно выра-
зить через функцию  : 
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(предполагается, что  1 0k k   , поскольку слу-
чаям 0k   и 1k    соответствуют алгебраиче-
ские общие формулы, разобранные в разделе 4). 
После этого из первых двух уравнений и из по-
следнего уравнения системы (15) можно вывести 
соотношения 
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  (16) 

Для смешанных частных производных должны 

выполняться соотношения    pp pqq p
 

 


 
, 

   qq pqp q
  


 

. Поэтому из соотношений (16) 

следует, что либо 0p q    (а тогда и 0   , 
и мы возвращаемся к варианту из раздела 4), либо 

2 2 0k k   , т. е. при 2k    или 1k   . Значит, 
формулы вида (14) возможны лишь в тех случаях, 
для   которых   уже   имеются   формулы  (7) и  (8).  

Отсюда также следует, что избавиться от вторых 
производных в формулах (10) не представляется 
возможным. 

При 2k    и 1k    система уравнений (16) 
приобретает вид 
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Ее можно записать в эквивалентном виде, как 
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 (17) 

относительно трех неизвестных функций  ,p q , 
 ,p q ,  ,p q . Условия совместности 

   p qq p
  


 

,    p qq p
  


 

,  pq





 

 qp





 для этой системы выполнены. "Заморо-

зив" переменную q , получаем, что оставшиеся 
уравнения, использующие дифференцирование  
по p , образуют полноценную систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Из этой 
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений получается решение  
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Подставив его в систему уравнений (17), опре-
деляем оставшиеся неизвестными функции  aC q , 

 bC q ,  cC q . В окончательном виде решение 
самого общего вида выглядит так: 
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где , ,a b cc c c  — произвольные константы. Тем са-
мым формула (14) в самом общем виде без учета 
конформных преобразований аргументов у гармо-
нической функции F  представляет собой просто 
линейную комбинацию формул (8), (9). 

Можно использовать свободу выбора кон-
формного преобразования  ,f p q ,  ,g p q   
в формуле (14), с тем чтобы упростить выражение. 
В частности, если взять за основу для выбора 
функций , ,R S T  выражения (7), (8) и применить 
подстановку 2 2lnf p q  ,  arctgg q p ,  
то результатом будет следующая общая формула 
для 2k    и 1k   , содержащая только одну 
производную: 
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6. ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ СО ВТОРЫМИ  
ПРОИЗВОДНЫМИ 

По аналогии с предыдущим разделом рассмот-
рим выражение 
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        (18) 

 

где R , S , T , M , N , K , f , g  — фиксирован-
ные функции от переменных , ,r p q , заданных  
с помощью выражений (6), а F  — произвольная 
гармоническая функция двух переменных. В силу 
гармоничности функции F  можно без ограниче-
ния общности считать 0K  . Дальнейший анализ 
выполняется по уже знакомой схеме (здесь описы-
вается только общий ход рассуждений без деталь-
ных выкладок). 

1. Из дифференциального соотношения Эйлера 
(13) сразу следует, что 0r rf g   (т. е. f  и g   
не зависят от r , а зависят только от p, q), 
   , , ,kR r p q r p q ,    , , ,kS r p q r p q , 
   , , ,kT r p q r p q ,    , , ,kM r p q r p q , 
   , , ,kN r p q r p q . 
2. С учетом этих соотношений выражение (18) 

подставляется в трехмерное уравнение Лапласа,  
а множители при независимых производных  
от функции F  группируются в отдельные уравне-
ния (с учетом тождеств gg ffF F  , fgg fffF F  , 

ggg ffgF F  , ffgg ffffF F  , fggg fffgF F  , 

gggg ffffF F  ). 
3. Из уравнений, полученных как множители 

при ,ffff fffgF F , следует, что    , ,f g p q  являет-
ся конформной заменой переменных, и тем самым 
без ограничения общности можно считать 
 ,f p q p ,   qqpg , . 
4. После этого из уравнений при ,fff ffgF F  сле-

дует, что p q  , q p   , так что 0pp qq   , 
0pp qq   . Это позволяет выразить из уравне-

ний при ,ff fgF F  функции ,  : 
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5. Теперь надо найти такое же явное выраже-
ние для  . Для этого из уравнений для 

, , ,fff ffg f gF F F F  находим значения , ,pp pq qq   , как 
функции от ,p q   и старших производных  
от ,  . Дифференцируя эти выражения, находим 
значения ppp pp p   ,   2ppq pp pqq p       , 

  2pqq pq qqq p        , qqq qq q    , как 
функции от ,p q   и старших производных от ,   
(подставляя по необходимости выражения 

, ,pp pq qq   , как функции от ,p q  ). Подставив 
все эти значения в уравнения для ,ff fgF F , можем 
вычислить ,p q  , как функции от старших произ-
водных ,  . Для полученных соотношений усло-
вия совместности p qq p       уже выполне-
ны, так что новых соотношений для функции   
получить не удастся. Однако, заново вычисляя  
с помощью полученных соотношений величины 

pp p p     и qq q q    , как функции от   
и от старших производных ,  , и подставляя эти 
значения в уравнение для fF , получаем возмож-
ность вычислить 
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При упрощении полученного выражения до 
приведенной здесь формулы учтен результат диф-
ференцирования соотношения  4 1k k    

   22 21 0pp qqp q       , которое соответст-
вует множителю при F , что позволяет удалить 
производные третьей степени от функции    
из выражения для  . При этом вырожденные слу-
чаи 0k  , 1k   , 1k   , 2k    анализировать 
нет необходимости, поскольку алгебраически-
дифференциальные формулы общего вида для 
этих случаев уже были получены ранее без при-
влечения вторых производных. 

6. Забывая временно о том, что   уже вычис-
лено, по той же самой схеме, что и в предыдущем 
пункте, вычисляем   как функцию старших про-

изводных функции  : 
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7. Теперь уравнение Лапласа распадается  
на уравнения, содержащие только функцию    
и ее производные до пятого порядка включитель-
но. Из соотношения    22 24 1 1k k p q      

  0pp qq    , которое соответствует множите-
лю при F , можно выразить значение qq , а после 
его дифференцирования получить значения для 

pppqq , ppqqq , pqqqq , qqqqq  — этого оказывается 
достаточно, чтобы исключить из уравнений все 
пятые производные от функции  . Добавив  
к уравнениям для , , ,fff ffg f gF F F F  результат диф-

ференцирования    22 24 1 1k k p q      

  0pp qq     по ,p q  до второго порядка, мож-
но выразить все производные   четвертого  
и третьего порядков через производные   второго 
и первого порядков. В результате в тех уравнени-
ях, которые после всех этих подстановок не обра-
щаются в ноль, остаются только функция   и ее 
производные второго и первого порядков. 

8. Полученные из множителей для ,ff fgF F  
уравнения требуют аккуратности. Они содержат 
множитель 2 6k k   и тем самым автоматически 
обращаются в ноль, когда 3k    и 2k   . Пусть 

3k    и 2k   , тогда из уравнений для , ,ff fgF F F  
можно выразить производные , ,pp pq qq   , как 
функции от , ,p q   . Затем с помощью условий 

совместности    pp pqq q      ,  qp q    

 qq q    можно найти , ,p q   , как функции 
от  , и наконец определить единственно возмож-

ный вариант:       4 32 2 2 2, 1p q p q p q     . 
Прямая проверка показывает, что этот вариант 
является ложным и не обеспечивает обнуления 
всех требуемых уравнений ни при каких значени-
ях k .  

9. Осталось проанализировать вырожденные 
случаи 3k    и 2k   . В этом случае от исходной 
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системы уравнений остаются уравнения, в кото-
рых производные , , ,ppp ppq pqq qqq     выражаются 
через , , , , ,pp pq qq p q      , плюс дополнительное 

уравнение      22 24 1 1 0pp qqk k p q         
для вторых производных. Если ввести вспомога-
тельные функции 10 p  , 01 q  , 20 pp  , 

11 pq  , 02 qq  , получим замкнутую систему 
линейных уравнений в частных производных  
по p  и q  первого порядка от нескольких функ-
ций. Проверка показывает, что условия совмест-
ности (выражающиеся в тождественном равенстве 
смешанных производных второго порядка незави-
симо от порядка дифференцирования [36–39]) для 
этой системы уравнений будут выполнены, так что 
решение у рассматриваемой переопределенной 
системы уравнений в частных производных суще-
ствует. Остается найти это решение в явном виде.  

10. Для нахождения решения можно, как  
в предыдущем разделе, "заморозить" переменную 
q , решить полученную систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений от переменной p , 
а затем попробовать так определить неизвестные 
функции-константы от переменной q , чтобы 
удовлетворить оставшимся уравнениям. Но проще 
угадать решение, взяв за основу альтернативные 
алгебраически-дифференциальные формулы для 
однородных функций с 3k   , 2k   , которые 
можно получить с помощью двукратного диффе-
ренцирования формулы (2) по любым возможным 
комбинациям переменных , ,x y z  (с учетом того, 
что из шести получаемых таким образом формул 
только пять будут независимыми в силу очевидно-
го соотношения 0xx yy zzV V V   ). Как легко по-
нять, линейная комбинация с постоянными коэф-
фициентами, составленная из этих формул, обяза-
на удовлетворять рассматриваемой системе урав-
нений. Остается проверить, что а) полученный 
конструкт действительно является решением  
и б) свободных констант достаточно, чтобы обес-
печить произвольные начальные условия в на-
чальной точке. Тогда по теореме существования  
и единственности для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений получаем, что сконструиро-
ванная нами линейная комбинация из альтерна-
тивных формул и является самой общей форму-
лой, а других формул не существует. 

Итогом выкладок является то, что общая форма 
(18) возможна только при 3k    и 2k   , что 
функции  ,f p q  и  ,g p q  представляют собой 
конформную замену переменных и поэтому для 
начала их можно установить равными  ,f p q p  

и  ,g p q q , что при выборе  ,f p q p   
и  ,g p q q  самая общая форма (18) сводится  
к линейной комбинации с постоянными коэффи-
циентами форм, получающихся при двукратном 
дифференцировании базовой формулы (2) по пе-
ременным , ,x y z .  

По всей видимости, похожие результаты будут 
справедливыми и при следующих старших поряд-
ках производных в общих формулах для однород-
ных функций, однако строгое доказательство это-
го факта на настоящий момент отсутствует. Этот 
результат является важным, поскольку, вообще 
говоря, можно неограниченно наращивать порядок 
производных в общих формулах (например, скач-
ком повышая порядок однородности с помощью 
подстановки Томсона (3) и повторно дифференци-
руя полученную формулу, пока не опустимся  
до требуемого порядка однородности). Но при 
этом, как оказывается, для каждого целочисленно-
го порядка однородности имеется минимальный 
порядок производных, устанавливаемый первич-
ным прямым дифференцированием формулы (2), 
ниже которого упростить общую формулу алгеб-
раически-дифференциального вида невозможно. 

Как и в предыдущем разделе, можно использо-
вать свободу выбора конформного преобразования 
 ,f p q ,  ,g p q  в формуле (18), с тем чтобы уп-

ростить итоговое выражение. В частности, если 
взять за основу для выбора функций R , S , T , M , 
N , K  выражения (10) и применить замену пере-
менных  

 2 2ln arctgf p q q p   , 

 2 2ln arctgg p q q p   ,  

то результатом будет общая формула для 3k     
и 2k   , в которой присутствует только смешан-
ная вторая производная: 
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(специальный анализ показывает, что это единст-
венная конформная замена переменных, позво-
ляющая избавиться от вторых производных 

2 2 2 2,F p F q    ). Если же использовать замену 

переменных 2 2lnf p q  ,  arctgg q p , как 
это было сделано в предыдущем разделе, то общая 
формула для 3k    и 2k    также приобретает 
вполне изящный вид: 
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Примечание 5. Как можно заметить, подста-
новка 2 2lnf p q  ,  arctgg q p  обладает 
существенными преимуществами для старших 
порядков дифференцирования. При использовании 
этой подстановки в формуле (2) и последующих 
дифференцированиях ее по x  в соответствующих 
общих формулах будут возникать только произ-
водные по переменной p . Производные по пере-
менной q  и смешанные производные будут отсут-
ствовать.  
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Авторы считают своей несомненной обязанностью 
также выразить свою глубокую благодарность создате-
лям, сотрудникам и спонсорам сайтов 

 rspl.royalsocietypublishing.org (Proceedings of the 
Royal Society of London) и  

gallica.bnf.fr (Bibliothèque nationale de France),  
благодаря самоотверженной работе которых, в частно-
сти, имеется возможность свободно ознакомиться  
со ссылками [30, 31, 40]. 
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UNIVERSAL  EXPRESSIONS  FOR  3D  ELECTRIC  AND  MAGNETIC  
POTENTIALS  WHICH  ARE  UNIFORM  IN  EULER  TERMS 
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Electric and magnetic fields which are uniform in Euler terms are a useful instrument to design the systems 

of charge particle optics. The similarity principle for charged particle trajectories in these fields which was rea-
lized by Yu.K. Golikov for the first time enables to create spectrographic charge particle optical systems in a 
more systematic and intelligence way by using the fields which are uniform in Euler terms. As a result the ana-
lytical expressions for the Laplace potentials which are uniform in Euler terms are a useful tool to design optical 
systems of this type. This paper considers general expressions of an algebraic-differential type which produces 
3D harmonic functions which are uniform in Euler’ terms and can be used as potentials of corresponding elec-
tric and magnetic fields. 
 
 
Keywords: electric fields, magnetic fields, uniform in Euler’ terms functions, similarity principle for charged particle  
trajectories, analytical solutions of Laplace equation 
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