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ФОРМУЛА  ЛАНДАУ  ДЛЯ  ДВУХСТОРОННЕГО  ПРОФИЛЯ   
ПОТЕНЦИАЛА  ОДНОМЕРНОГО  МЕХАНИЧЕСКОГО  ОСЦИЛЛЯТОРА   

С  ЗАДАННОЙ  ЗАВИСИМОСТЬЮ  ПЕРИОДА  ОТ  ЭНЕРГИИ 
 

Рассматривается формула Ландау, позволяющая по заданной зависимости периода одномерного осциллято-
ра от энергии восстанавливать симметричный профиль потенциальной ямы, характеризующий данный  
осциллятор. Показано, как можно обобщить указанный подход для синтеза одномерных осцилляторов с не-
симметричными потенциальными ямами без разрыва гладкости двух ветвей потенциала в точке стыковки. 
Обосновывается утверждение о принципиальном отсутствии идеально-изохронных осцилляторов (т. е. ос-
цилляторов, у которых период осцилляций не зависит от энергии по крайней мере в некотором диапазоне 
энергий) в классе распределений потенциала с плоским дном и / или с немонотонным поведением потен-
циала. Обсуждается применение указанных результатов к электростатическим времяпролeтным масс-
спектрометрам и электростатическим ловушкам для фурье-масс-спектрометрии.  
 
 
Кл. сл.: осцилляторы, изохронность, времяпролетные масс-спектрометры, фурье-масс-спектрометры,  
электростатические ионные ловушки, электронные зеркала 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим одномерный гармонический ос-
циллятор — точечную частицу, совершающую 
колебания в потенциальном силовом поле, описы-
ваемом распределением потенциала вида "потенци-
альной ямы" (рис. 1). В силу наличия потенциаль-
ных барьеров на границах потенциальной ямы, 
превышающих полную энергию частицы она не 
может выйти за пределы ограниченной области 
внутри потенциальной ямы. В силу закона сохра-
нения энергии после возвращения частицы к 
прежней координате ее скорость будет иметь 
прежнее значение (т. е. будет равна скорости, с 
которой из данной точки пространства частица 
начала свое движение). В силу единственности 
решения уравнения движения при заданных на-
чальных координате и скорости следующий цикл 
движения частицы будет в точности повторять 
предыдущий. В результате движение частицы бу-
дет строго периодическим.  

Без ограничения общности можно считать, что 
точка равновесия (минимум потенциальной ямы 
U(x)) расположена в точке 0x   и что в этой точке 
 0 0U  . Кроме того,  0 0U   , поскольку x   
0  — точка равновесия. Мы будем называть по-

тенциальную яму  U x  монотонной, если  U x  
является строго убывающей при 0x   и строго 
возрастающей при 0x  . В [1] Л.Д. Ландау полу-
чена формула, позволяющая по зависимости  T E  

периода колебаний T  от полной энергии частицы 
E  восстанавливать профиль монотонной потен-
циальной ямы  U x . Профили потенциала, обес-
печивающие заданную зависимость  T E  (в част-
ности, строго изохронный случай   constT E  , 
при котором частицы с разными энергиями 
 

 
Рис. 1. Одномерное монотонное распределение 
потенциала  U x .  

 aU x  — восходящая (правая) ветвь потенци-
альной ямы;  bU x  — нисходящая (левая) 
ветвь потенциальной ямы; E  — уровень, соот-
ветствующий полной энергии осцилляций;

 aX E  и  bX E  — точки поворота 
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имеют один и тот же период возвращения к ис-
ходной точке), имеют большое значение, напри-
мер, для разработки времяпролетных масс-
спектрометров [2].  

Формула, предложенная в [1], не вполне удобна 
с точки зрения практических задач синтеза одно-
сторонних и двухсторонних электронных зеркал 
для времяпролетных масс-спектрометров — в ис-
ходной форме она порождает либо строго симмет-
ричные потенциальные ямы, либо как альтернати-
ву — правую ветвь потенциальной ямы при задан-
ной левой ветви потенциальной ямы, но без гаран-
тии гладкости стыковки ветвей в точке равновесия 

0x  . В данной работе рассматриваются модифи-
кации этой формулы, позволяющие гарантирован-
но строить такие несимметричные монотонные 
потенциальные ямы с заданным законом  T E , у 
которых две ветви сопрягаются между собой в 
точке равновесия 0x   аналитически точно. 

1. ФОРМУЛА ЛАНДАУ 

Рассмотрим движение частицы в монотонной 
потенциальной яме, показанной на рис. 1. Пусть 
распределение потенциала при 0x   описывается 
строго возрастающей функцией  aU x , а при 

0x   — строго убывающей функцией  bU x . 
Кроме того, удобно "отразить" ветвь 0x   на 
ветвь 0x   и ввести строго возрастающую функ-
цию    c bU x U x  , определенную при 0x  . В си-
лу монотонности функций  aU x ,  bU x  и  cU x  
существуют обратные к ним функции  aX u , 

 bX u  и  cX u , определенные при 0u  , где 
функции  aX u  и  cX u  — строго возрастающие 
и положительные, а    b cX u X u   — строго 
убывающая и отрицательная. Поскольку предпо-
лагается, что 

       a b c0 0 0 0 0,U U U U     

то      a b c0 0 0 0.X X X    

Разделим движение на две части — движение в 
области восходящей ветви 0x   и движение в об-
ласти спадающей ветви 0x  . Если E  — полная 
энергия частицы, двигающейся в данной потенци-
альной яме, то  aX E  и    b cX E X E   — точки 
поворота, ограничивающие движение заряженной 
частицы справа и слева (рис. 1). Движение "впе-
ред" и движение "назад" в каждой половине по-
тенциальной ямы строго симметрично, поэтому 
достаточно рассмотреть только движение от цен-

тра к соответствующему краю потенциальной 
ямы. Бесконечно малые отрезки dx  частица с пол-
ной энергией E  проходит со скоростью 
    2v x E U x m   (следствие закона сохра-

нения энергии). В результате время движения час-
тицы в одну сторону вдоль каждой из двух поло-
винок потенциальной ямы определяется как 
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а полный период однократной осцилляции части-
цы в потенциальной яме равен 

      
   

a b

a c
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d d d2 .
d d
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 
            (1) 

Уравнение (1) является частным случаем инте-
грального уравнения типа Абеля [3] относительно 
неизвестной функции 

     a cd d d dY u X u u X u u   

при заданной правой части  T E . Его решение 
([3], уравнение 36) записывается как 

              
a c

0

d1 .
2

u T e e
X u X u

m u e
 

             (2) 

Это интегральное соотношение не дает воз-
можности определить функции  aX E  и  cX E  
по отдельности. Однако для симметричной потен-
циальной ямы      a cX u X u X u  , так что ин-
тегральное соотношение  

   
0

d1
2 2

u T e e
X u

m u e


                     (3) 

позволяет для любой априорно заданной функции 
 T E  однозначным образом восстановить про-

филь симметричной потенциальной ямы, для ко-
торой зависимость периода осцилляций от време-
ни описывается заданной функцией.  
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Исключениями являются:  
а) случаи, когда подынтегральное выражение в 

формуле (3) расходится;  
б) случаи, когда вычисленная по формуле (3) 

функция  X u  не является монотонно возрас-
тающей и, следовательно, обратная функция 

       1
a bU x U x X u


   не может быть восста-

новлена. Однако если существует предел 
  00

lim 0
e

T e t


  , то существует и интервал 

 00,u u , на котором функция  X u  будет моно-
тонно возрастающей и тем самым по крайней мере 
частично профиль  U x  для симметричной по-
тенциальной ямы может быть восстановлен (хотя, 
возможно, и не для всех энергий и / или потенциа-
лов, для которых мы хотели бы его построить).  

Как уже отмечалось, важным частным случаем 
является случай   0 constT E T  , когда период 
осцилляций не зависит от энергии (изохронные 
осцилляции). Из формулы (3), порождающей ре-
шение   ~ ,X u u  следует, что единственный 
симметричный профиль потенциала, обеспечи-
вающий точную изохронность — это линейный 
гармонический осциллятор с квадратичным по-
тенциалом   2~U x x . 

Если отбросить предположение, что потенци-
альная яма  U x  является симметричной, то су-
ществует множество искомых потенциальных ям, 
удовлетворяющих требуемой зависимости перио-
да осцилляций от энергии. Так, например, следуя 
[1], можно фиксировать произвольным образом 
одну из ветвей потенциала (например, функцию 

 aU x  или, что то же самое, функцию  aX u ) и из 
уравнения (2) определить недостающую часть по-
тенциального профиля. Недостатком этого приема 
является, однако, то что две полученные ветви 
распределения потенциала  aU x  и  bU x   

 cU x   не обязательно стыкуются друг с другом 
с необходимой гладкостью и поэтому полученный 
ответ не обязательно будет аналитической функ-
цией переменной x . Однако условие аналитично-
сти  U x  во всех точках, включая точку 0x  , 
является важным для задач ионной оптики, по-
скольку распределение электрического потенциа-
ла на оси устройства — всегда аналитическая 
функция. 

Задача о восстановлении профиля одномерной 
потенциальной ямы по заданным характеристикам 
осцилляций частицы сейчас уже подробно иссле-
дована математиками. Наиболее исчерпывающее 
исследование данного вопроса может быть найде-

но в работах японского математика Minoru Urabe 
[4–8], которые можно найти в Сети, однако инте-
гральные уравнения, используемые при его под-
ходе, в большинстве случаев имеют более слож-
ный вид, чем интегральное соотношение Ландау. 
Краткий обзор результатов и ссылки на основные 
публикации для частного случая данной задачи — 
поиску идеально изохронных систем, можно найти 
в [9, 10]. 

2. ГЛАДКОСТЬ СТЫКОВКИ ДВУХ ВЕТВЕЙ  
СИММЕТРИЧНОЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМЫ 

Вопрос гладкости стыковки двух ветвей потен-
циального распределения, вычисляемого по фор-
муле Ландау, даже и для случая симметричной 
потенциальной ямы требует отдельного изучения. 
Рассмотрим его более подробно. Пусть существу-
ет предел   00

lim 0
E

T E T


  , а поведение функции 

 T E  в окрестности точки 0E   в достаточной 
степени регулярно, чтобы ее можно было разло-
жить в нормированный ряд Тейлора 
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Подставив это выражение в (3), получим 
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Из этого соотношения можно в окрестности 
точки 0x   восстановить ряд Тейлора для функ-
ции  U x , обратной к функции  X u : 

 
2 3 4

0 0 1 2 3 42 3 4 ,x x x xU x E u u u u u
L L L L

 
      

 
  

где нормировочный множитель выбирается как 
 0 04 2 /L T E m . После подстановки в фор-

мулу (4) вместо переменной u  формального ряда 
для  U x  и переменной x  вместо функции  X u , 
приравнивая нулю коэффициенты при одинаковых 
степенях переменной x , получим цепочку рекур-
рентных соотношений, из которых вычисляются 
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неизвестные коэффициенты разложения  U x  в 
ряд Тейлора: 

0 0u  , 1 0u  , 3 0u  , 5 0u  , 7 0,u  …, 

2
1
4

u  , 1
4 12

tu   , 
2

2 1
6

7 ,
120 144
t tu     3

8 1680
tu     

3
1 3 15 ,
80 144
t t t

   ... 

Как легко видеть, в разложении  U x  в ряд 
Тейлора присутствуют только четные степени пе-
ременной x . Этот факт доказывается и без явного 
вычисления коэффициентов разложения  U x  в 
ряд — он получается после многократного после-
довательного дифференцирования по x  в точке 

0x   тождества     2 2x U x U x  , вытекаю-
щего из условия (4) (потребуются только анали-
тичность функций  U x  и  U  в точке ноль, а 
также тот факт, что  0  0).  

Тем самым можно считать доказанным, что при 
сделанных предположениях две симметричные 
ветви потенциала, полученные из соотношения 
(3), стыкуются аналитически точно в точке 0x  . 
Справедливо и обратное утверждение: если  U x  
симметрична и разлагается в ряд по четным степе-
ням x  в точке 0x  , а коэффициент ряда при 2x  
больше нуля, то  T E  в точке 0E   является ана-
литической функцией, раскладываемой в класси-
ческий ряд Тейлора, поскольку в этом случае 
функция  X u  представима как 

   2
0 1 2 2! .X u u x x u x u     

(см. следующий раздел) и из условия (1) можно 
вычислить  T E  в виде ряда. 

Следует отметить, что как условие наличия 
предела   00

lim 0
E

T E T


  , так и условие регуляр-

ности функции  T E  в окрестности точки 0E   
не являются необходимыми для существования 
потенциальной ямы с требуемой зависимостью 
 T E . Например, легко проверить прямой подста-

новкой в формулу (3), что при   ~T E E  получа-
ется решение   3 2~X u u  и соответственно 

  2 3~U x x ; при   2~T E E  решением являются 

  5 2~X u u  и   2 5~U x x ; при   ~T E E  реше-
нием являются   ~X u u  и   ~U x x ; при 

  4~ 1T E E  решением являются   1 4~X u u  и 

  4~U x x . Однако, например, при   ~ 1T E E  
решением является   constX u  , и обратная 
функция  U x  не существует; при   3 4~ 1T E E  
решением является   1 4~X u u , и обратная функ-
ция   41U x x  не является профилем потенци-
альной ямы; а при   ~ 1T E E  не существует  
и функции  X u . 

3. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОФИЛЯ  
НЕСИММЕТРИЧНОЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ  

ЯМЫ ПО ЗАДАННОЙ СВОБОДНОЙ  
КООРДИНАТНОЙ ФУНКЦИИ 

Как уже было указано, при произвольном зада-
нии одной из ветвей потенциальной ямы вторая 
ветвь, рассчитанная по формуле (2), может и не 
стыковаться с первой ветвью аналитически точно 
(то есть с совпадением правых и левых производ-
ных сколь угодно высокого порядка). Чтобы га-
рантированно получить идеально гладкую сты-
ковку несимметричных ветвей, поступим следую-
щим образом. Пусть ветви потенциальной ямы 
сопрягаются в точке 0x   аналитически точно. 
Тогда    aU x U x  и    cU x U x  , где 
   2U x x V x  — функция, аналитическая в точке 

0x   и удовлетворяющая условию 
  2

00 0V V D    (если   4
4U x a x  , то 

 
0

lim
E

T E


   [5], а при 0 0V   в окрестности точ-
ки 0x   вместо ямы имеем горб). Отсюда следует, 
в частности, что в этом случае четные коэффици-
енты разложения функций  aU x  и  cU x  в точке 

0x    в ряд Тейлора совпадают, а нечетные — 
меняют знак.  

Нахождение функции  aX u  сводится к реше-
нию уравнения  au x H x   относительно пере-

менной x , где функция    aH x V x   

 2D W x   будет аналитической в точке 0x   
из-за условия  0 0W  . Нахождение функции 

 cX u , обратной к функции    cU x U x    
 2x V x    на интервале 0x  , сводится к реше-

нию уравнения  cu x H x  , где функция 

     2
cH x V x D W x      — также анали-

тическая в точке 0x  . 
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Пусть    2 2x P Q     является решением 

уравнения  x H x   , которое представлено в 
виде ряда по переменной   со сгруппированными 
отдельно четными и нечетными степенями   (та-
кое представление решения возможно в силу ана-
литичности функции  H x  в точке 0x   и усло-
вия  0 0H  ). Тогда    2 2x P Q      будет 

решением уравнения  x H x    , т. е. эквива-
лентного уравнения    x H x      (новое ре-
шение получается из старого заменой x x , 
  ). Кроме того, поскольку при 0   реше-
нием будет 0x  , то  0 0P   и можно сделать 
подстановку    2 2 2P R   . В результате полу-

чаем, что      aX u u Q u u R u    , а  cX u   

   u Q u u R u    , где  R u  и  Q u  — функ-
ции, аналитические в точке 0u  . Проведя те же 
самые рассуждения в обратном направлении, по-
лучим, что если      aX u u Q u u R u    , 

     cX u u Q u u R u    , где  R u  и  Q u  — 
произвольным образом выбранные функции, ана-
литические в точке 0u  , то односторонние ветви 
потенциала  aU x  и  cU x , сконструированные 
как функции, обратные к функциям  aX u  и 

 cX u , порождают двухстороннюю функцию 
 U x , аналитическую в точке 0x  . 
Пусть       a c 2X u X u X u   — симмет-

ричная часть, а       a c 2D u X u X u   — ан-
тисимметричная часть решения, построенного на 
основании формулы (2) и обеспечивающего ана-
литически точную стыковку ветвей потенциала.  
В таком случае    X u u Q u  , а  D u   

 u R u  , где  R u  и  Q u  — функции, аналити-
ческие в точке 0u  . При этом функция 

      a c 2X u X u X u   должна удовлетворять 
соотношению (3) и может быть из него найдена 
однозначным образом по заданной функции 
 T E . 
В случае функции  T E , разложимой в ряд 

Тейлора в точке 0E  , а также удовлетворяющей 
условию   00

lim 0
E

T E T


  , представимость реше-

ния  X u  в форме    X u u Q u   с некоторой 
аналитической подходящей функцией  Q u  будет 
 

выполнена автоматически (см. предыдущий раз-
дел),1) так что  X u  можно записать в виде нор-
мированного ряда с известными коэффициентами 
как: 

 
2

1 2 2
0 0 0

3 4

3 43 4
0 0

11
2!

1 1 .
3! 4!

u u uX u L x x
E E E

u ux x
E E


    




   



 

Функция же  D u  пока остается неопределен-
ной, также представленной в виде обезразмерен-
ного ряда Тейлора, но с неизвестными коэффици-
ентами: 

 
2

0 1 2 2
0 0 0

3 4

3 43 4
0 0

1
2!

1 1 .
3! 4!

u u uD u L d d d
E E E

u ud d
E E


    




   



 

Поскольку функция  aX u  имеет вид 
     aX u X u D u  , причем для функции  X u  

имеется приведенное выше разложение в ряд по u  
в окрестности точки 0,u   из данного соотноше-
ния можно рекуррентным образом найти коэффи-
циенты для разложения в нормированный ряд 
Тейлора обратной функции  aU x : 

 
2 2

a 0 1 2 2

3 4

3 43 4

1

.

a a

a a

x x xU x E u u
L L L

x xu u
L L

     
  


   




 

Тем самым коэффициенты aku  будут выражены 
явным и однозначным образом через коэффициен-
ты ix  и jd  функций  X u  и  D u , записанных 
ранее в виде соответствующих рядов: 

1 02 ,au d      2
2 0 15 2 ,au d x   

3
3 0 1 0 114 2 12 ,au d d d x     

4 2 2
4 0 0 1 0 1 1 242 14 56 7 ,au d d d d x x x      … 

 
                                                 
1) Как следует из следующего раздела, когда 

     aX u u Q u u R u    ,      cX u u Q u u R u    , где 
 R u  и  Q u  — аналитические функции,  T E  необ-

ходимым образом будет аналитической и разложимой в 
ряд Тейлора в точке 0E  . 
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Поскольку      c ,X u X u D u   а  cU x   
 aU x   (  aU x , представленная в виде ряда, 

может быть аналитически продолжена и на об-
ласть 0x  ), то разложение функции  cU x  в 
нормированный ряд Тейлора  

 
2 2

c 0 1 2 2

3 4

3 43 4

1

,

b b

b b

x x xU x E u u
L L L

x xu u
L L

     
  


   




 

извлекаемое из асимптотического представления 
для  cX u , должно получаться из аналогичного 
разложения для функции  aU x  заменой 

j jd d  и x x . Легко проверить, что и в са-
мом деле полученные из уравнения 

     cX u X u D u   коэффициенты разложения 
 cU x  в ряд удовлетворяют условию ak bku u .  
Тем самым при произвольно выбранной функ-

ции   ,D u  удовлетворяющей условию  0 0D   и 
аналитической в точке 0,u   и при функции 

 X u , вычисленной из интегрального соотноше-
ния (3), из условий  

     a ,X u X u D u         cX u X u D u     (5) 

получаются функции  aU x  и  cU x , обеспечи-
вающие аналитически точное сопряжение двух 
ветвей потенциальной ямы и гарантирующие вы-
полнение закона  T E  для зависимости периода 
осцилляций от энергии. Отметим, однако, что 
здесь аналитическая функция  D u  не может 
быть совсем уж произвольной, а должна выби-
раться таким образом, чтобы функции 

   X u D u  и    X u D u  были монотонно 
возрастающими по крайней мере в некоторой ок-
рестности точки 0u   — иначе восстановить об-
ратные функции  aU x  и  cU x  будет невозмож-
но. 

Уравнения (5) будут работать как средство вос-
становления профиля несимметричной потенци-
альной ямы и в более общем случае, без предпо-
ложения об аналитичности функций  T E  и 
 D u . Однако в этом случае аналитичность сты-

ковки двух ветвей потенциала, скорее всего, уже 
не будет выполняться. 

 

4. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОФИЛЯ  
НЕСИММЕТРИЧНОЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ  

ЯМЫ ПО ЗАДАННОЙ ВРЕМЕННÓЙ  
АСИММЕТРИЧНОСТИ 

Если заданы по отдельности времена движения 
 aT E  и  cT E  для каждой из половин потенци-

альной ямы:  

   

   

a
a

0

c
c

0

d d2 ,
d

d d2 ,
d

E

E

X u uT E m
u E u

X u uT E m
u E u










                (6) 

то по формулам  

   a
a

0

d1 ,
2

u T e e
X u

m u e


   

   c
c

0

d1
2

u T e e
X u

m u e


  

можно восстановить по отдельности правую и ле-
вую ветви потенциала  aU x  и  cU x . Однако, 
как и раньше, при произвольно выбранных функ-
циях  aT E  и  cT E  эти две ветви, скорее всего, 
не будут сопрягаться друг с другом аналитически 
точно в точке 0x  . Поэтому, для того чтобы без 
хлопот получать аналитически точно сопрягаемые 
ветви потенциала, надо использовать дополни-
тельный "трюк". 

Как показано в предыдущем разделе, при ана-
литически точном сопряжении ветвей  aU x  и 

 cU x  потенциальной ямы обратные функции 
 aX u  и  cX u  могут быть представлены в нор-

мированном виде как 

        a 0 0 0 0 ,X u L u E Q u E u E P u E     

        c 0 0 0 0 ,X u L u E Q u E u E P u E     

где  P u  и  Q u  — функции, аналитические в 
точке 0u  . Разлагая функции  P u  и  Q u  в ря-
ды Тейлора 

 
2 3 4

0 1 2 3 4 ,
2! 3! 4!
u u uP u p p u p p p       

 
2 3 4

0 1 2 3 42! 3! 4!
u u uQ u q q u q q q      , 
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из соотношений (6) можно получить для функций 
 aT E  и  cT E  выражения 

 
2

0 1 2
a 0

0 0

3 4

3 4

0 0

2

1 2
0

0 0 0

3 4

3 4

0 0

3 15
2 4 32

35 105
192 2048

8 82
3 5

64 32 ,
105 189

q q qE ET E T
E E

q qE E
E E

p pE E Ep
E E E

p pE E
E E


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   
   
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  
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Вычислим теперь полный период осцилляций 
      a b2T E T E T E   и временнýю асиммет-

ричность осцилляций       a b2T E T E T E   . 
Из приведенных выше выражений следует, что 
   T E G E , а    T E E H E   , где  G E  и 
 H E  — аналитические в точке 0E   функции. 

При этом коэффициенты разложения в ряд Тейло-
ра функции  Q u  взаимно-однозначно определя-
ют коэффициенты разложения в ряд Тейлора 
функции  T E , а коэффициенты разложения в ряд 
Тейлора функции  P u  взаимно-однозначно оп-
ределяют коэффициенты разложения в ряд Тейло-
ра функции  T E . 

Найдя функции  T E  и  T E , можно вычис-
лить функции       a 2T E T E T E    и 

      c 2T E T E T E   . Окончательно получа-
ем следующее интегральное представление для 

двух ветвей потенциальной ямы: 

     

     

0
a

0

0
c

0

1 d ,
2 2

1 d ,
2 2

u

u

T e H e e E
X u e

m u e

T e H e e E
X u e

m u e


















        (7) 

где функция  T E  задает зависимость периода 
осцилляций от энергии, а произвольная функция 

 H E , имеющая размерность времени и аналити-
ческая в точке 0E  , управляет несимметрично-
стью времени движения частицы в правой и левой 
половинах потенциальной ямы в зависимости от 
энергии. Очевидным образом для монотонности 
функций  aX u  и  bX u  необходимы условия 

    0 0T e H e e E   и     0 0T e H e e E   — 
время движения частицы в каждой из двух поло-
вин потенциальной ямы должно быть положи-
тельным, однако эти условия не являются доста-
точными. 

Как и в предыдущем разделе, уравнения (7) 
можно использовать как инструмент для восста-
новления профиля несимметричной потенциаль-
ной ямы и без требования аналитичности для 
функций  T E  и  H E . Однако в этом случае 
аналитичность стыковки двух ветвей потенциала, 
скорее всего, уже не будет выполнена. 

5. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОФИЛЯ  
НЕСИММЕТРИЧНОЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМЫ  

ПРИ ПОМОЩИ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ  
ЗАВИСИМОСТЕЙ 

Пусть имеется монотонная несимметричная по-
тенциальная яма  U x . Сделаем такую замену 
переменных  x F p , чтобы несимметричная 
потенциальная яма   ,x U x  в новых координатах 

      , ,p V p p U F p  стала симметричной.  
В таком случае можно ожидать, что симметричное 
распределение потенциала  V p  будет опреде-
ляться по заданному закону  T E  с помощью ин-
тегрального соотношения типа (3), а если управ-
лять заменой переменных  x F p , то мы смо-
жем управлять несимметричностью получаемой на 
выходе потенциальной ямы. 

Для реализации этой программы действий вы-
делим по отдельности правую и левую ветви 

 aU x  и  cU x  из монотонного профиля  U x  
распределения потенциала и определим для каж-
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дой из монотонных ветвей обратные монотонно 
растущие функции  aX u  и  cX u , имеющие 
смысл при 0u  . Введем новые функции  P u  и 
 Q u , для которых выполнено    aX u P u   
 Q u ,      cX u P u Q u   — эти функции 

 P u  и  Q u  вычисляются по очевидным форму-
лам       a c 2P u X u X u  ,     aQ u X u   

 c 2X u . В силу монотонного роста функции 

 p P u , вытекающего из монотонного роста 
функций  aX u  и  cX u , имеется обратная функ-
ция  u V p , определенная на интервале 0p  , 
принимающая значения на интервале 0u   и мо-
нотонно возрастающая с ростом параметра p .  

Рассмотрим замену переменных  p P u . Оп-
ределим функцию     R p Q V p . Заданные в 
параметрической форме на плоскости  ,x u  кри-
вые 

          a a a, , , ,x U x X u u p R p V p       

          c c c, , , ,x U x X u u p R p V p      

это — правая и левая ветви потенциальной ямы, 
но записанные с применением разных способов 
параметризации геометрических кривых:  

 при выборе в качестве параметризующей 
переменной проекции на ось ,OX   

 при выборе в качестве параметризующей 
переменной проекции на ось ,OU   

 при выборе в качестве параметризующей 
переменной параметра  p P u .  

При этом в соответствии с условиями 
     aX u P u Q u  ,      cX u P u Q u   из со-

отношения (2) следует, что функция  P u  должна 
удовлетворять уравнению (3): 

                   
0

d1 .
2 2

u T e e
P u

m u e


                  (8) 

Частный случай выбора    aX u P u , 
   cX u P u  соответствует симметричной потен-

циальной яме, однозначно восстанавливаемой по 
заданной зависимости  T E , и очевидным обра-
зом совпадает с решением (3). В разделе 3 было 
показано, что все возможные (несимметричные) 
потенциальные ямы, соответствующие заданной 
зависимости  T E , получаются из обращения со- 

отношений      aX u P u Q u  ,  cX u   
   P u Q u   для фиксированной функции  P u , 

вычисляемой из (8), и для достаточно произволь-
ной функции  Q u . При этом для функции  Q u , 
аналитической в точке 0,u   из этих соотношений 
получается двухсторонняя потенциальная яма 
 U x , удовлетворяющая заданной зависимости 
 T E  и характеризуемая аналитически точным 

сопряжением между собой в точке 0x   двух вет-
вей распределения потенциала.  

Но если  Q u  — почти произвольная функция, 

то и     R p Q V p  — тоже почти произвольная 
функция. Как легко проверить, единственное ог-
раничение, накладываемое на  R p  из-за анали-
тичности всех используемых функций — это то, 
что в окрестности точки 0p    она разлагается в 
ряд Тейлора с участием только четных степеней 
переменной p  (следствие аналогичного свойства 
для функции  u V p , обратной к функции 

 p P u , которое доказывается в разделе 2 в 
предположении, что  T E  — аналитическая 
функция). В силу этого  R p  — это правая поло-
вина произвольной четной аналитической функ-
ции, удовлетворяющая условию  0 0R  . Однако, 
если аналитичности стыковки двух ветвей потен-
циала в точке 0x   не требуется, функция  R p  
может быть произвольной непрерывной функцией, 
обеспечивающей обратимость функций  p R p  
и удовлетворяющей условию  0 0R  . 

Легко проверить, что справедливо и обратное 
утверждение: семейство параметрически заданных 
с помощью параметра 0p   пар кривых 

    a ,x p R p u V p      и  

    c ,x p R p u V p     ,  

где 
 функция  u V p  — это функция, обратная 

к фиксированной функции  p P u , вычисляемой 
в соответствии с условием (8);  

 функция  R p  — произвольная четная 
функция, удовлетворяющая условию  0 0R   и 
сохраняющая монотонный рост функций 

 p R p  и  p R p  по крайней мере на некото-
рой части интервала 0p  ,  
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порождает потенциальные ямы, соответствующие 
нужной нам зависимости  T E . Действительно, 
после замены переменных  p P u  интеграл (1), 
определяющий полный период осцилляций в по-
тенциальной яме, приобретает вид 

     

      

 
 

    
 

 

 

a c

0

0

0

0

d d d2
d d

d d d
2

d d d

' d

d2 1 ' 1 '

' d
2 2 ,

E

P E
a c

P E

E

X u X u ut E m
u u E u

X p X p V p
m

p p p

V p p

E V p

pm R p R p
E V p

P u u
m

E u

 
   

 
  

        

 
 

     













 

т. е. равен  T E  в силу уравнения (8). Легко заме-
тить, что в этих выкладках никак не использова-
лось разложение функции  R p  в ряд именно по 
четным степеням p  — как указывалось ранее, 
данное свойство функции  R p  требуется для 
аналитичности стыковки двух ветвей потенциала 
(выполнение этого условия может быть проверено 
отдельно); а не для равенства периода осцилляций 
нужному значению. 

Заключительный "штрих" данного раздела со-
стоит в следующем. Доопределим функцию  V p  
антисимметричным образом для интервала 0p  , 
функцию  R p  симметричным образом для ин-
тервала 0p   и функцию  P u  антисимметрич-
ным образом для интервала 0u  : 

   
 *

при 0,
при 0;

V p p
V p

V p p
    

 

   
 

при 0,
при 0;

R p p
R p

R p p

    
 

   
 *

при 0,
при 0.

P u u
P u

P u u
    

 

Кроме того, симметрично доопределим функ-
цию  V p : 

   
 

при 0,
при 0,

V p p
V p

V p p

    
 

и составим из двух функций  aX u  и 
   b cX u X u   единую монотонно растущую 

функцию  *X u : 

   
 

a
*

c

при 0,
при 0.

X u u
X u

X u u
    

 

Можно убедиться, что, поскольку 
     aX u P u Q u  ,      cX u P u Q u    , су-

перпозиция   * *X V p  функций  *X u  и  *V p  
как на интервале  0,p  , так и на интервале 

 ,0p   совпадает с функцией  p R p . При 
этом все вновь введенные функции являются не-
прерывными и обращаются в нуль, когда их аргу-
мент равен нулю. Функции  *V p ,  *P u ,  *X u , 
доопределенные антисимметрично, в точке ноль 
имеют разрыв по старшим производным. В то же 
время, как легко видеть, функции  V p  и  R p  
сопрягаются со своими значениями на отрица-
тельной части оси аналитически точно, поскольку 
в точке 0p   они разлагаются в ряд Тейлора 
только с участием четных членов разложения. 

Функция  *P u  является монотонно растущей, 
отрицательной при 0u  , положительной при 

0u   и взаимно-однозначно отображает двухсто-
роннюю окрестность точки 0u   (в идеале — всю 
числовую ось) на двухстороннюю окрестность 
точки 0p   с сохранением порядка следования 
точек. То же самое справедливо для функции 

 *V p , являющейся, как легко видеть, обратной 
функцией для монотонной функции  *P u .  

Для упрощения выкладок будем считать,2) что и 
переменная u , и переменная p  меняются в диапа-
зоне  ,  . В силу монотонности функции 
 *P u  при перемещении переменной u  вдоль чи-

словой оси  ,OU     точка  *p P u   
 

                                                 
2) При строгих выкладках нужно аккуратно выделить 
допустимые интервалы  max max,u E E  ,  max max,p P P  , 
соответствующие таким диапазонам потенциа-
лов/энергий и координат, при которых имеет смысл 
потенциальная яма  U x , показанная на рис. 1, и кото-
рые отображаются друг на друга взаимно-обратными 
монотонно растущими функциями  *p P u  и  *u V p . 
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синхронно движется вдоль числовой оси 
 ,OP    . Когда переменная u  пробегает 

интервал  0,u  , точка      * *,X u V P u  
двигается по правой ветви потенциальной ямы 
 U x : при 0u        * *,X u V P u  = 

=      a ,X u V P u  =   a ,X u u . Когда перемен-

ная u  пробегает интервал  ,0u  , точка 

     * *,X u V P u  двигается по левой ветви по-

тенциальной ямы  U x : при 0u   

     * *,X u V P u  =      c ,X u V P u  =  

=   b ,X u u . В результате, когда переменная u  

пробегает всю ось  ,u   , точка 

     * *,X u V P u  движется без разрывов вдоль 

графика потенциала потенциальной ямы  U x , от 
левого края и до правого. 

Монотонная взаимно-однозначная замена па-
раметра  *u V p  очевидным образом не меняет 

этого поведения точки      * *,X u V P u , просто 

заставляет ее двигаться вдоль графика  u U x  
по другому закону. Как было отмечено ранее, 

    * *X V p p R p   и      * *V P V p V p  . 
Интересным фактом является, однако, то, что, по-
скольку функция  V p  симметрична по перемен-
ной p , то это означает, что после взаимно-
однозначной замены переменных по закону 

  * *x X V p  график функции  u U x  стано-
вится симметричным, как и было обещано в нача-
ле этого раздела.  

Подведем итоги. По заданной зависимости 
 T E  строится симметричная3) функция  V p , 

используя для этого обращение вычисляемой по 
формуле (8) функции  P u . После этого конст-
руируется семейство параметрических кривых 

 x p R p  ,  u V p ,  ,p   , где в ка-
                                                 
3) Как было показано ранее, если  T E  — аналитиче-
ская функция, разложимая в ряд Тейлора в окрестности 

0E   и  0 0T  , то  V p  разлагается в окрестности 
точки 0p   в ряд Тейлора только с четными степеня-
ми переменной p . Тем самым  V p  — естественное 

аналитическое продолжение функции  V p  на интер-
вал 0p  , оказывающееся симметричной функцией. 

честве  R p  выбирается любая симметричная 
функция, для которой  0 0R   и которая сохра-
няет монотонный рост функции  p R p  по 
крайней мере в некоторой окрестности точки 

0p  . В силу такого выбора  R p  уравнение 
 x p R p   будет разрешимо относительно p  и 

вместо параметрической кривой может быть по-
строена явная зависимость  u U x . Семейство 
параметрических кривых  x p R p  , 

 u V p , возникающее при переборе всех воз-
можных четных функций  R p , удовлетворяю-
щих условию  0 0R   и сохраняющих монотон-
ность функций  p R p , порождает искомое 
семейство монотонных потенциальных ям 

 u U x , обеспечивающих заданную зависимость 
 T E  периода осцилляций от энергии.  
Если функция  R p  — аналитическая в точке 
0p  , то и получаемое на выходе распределение 

потенциала  U x  будет аналитическим (разложи-
мым в ряд Тейлора) в точке 0x  . Справедливо и 
обратное утверждение: любая потенциальная яма 
с аналитически точно сопряженными ветвями со-
ответствует параметризации указанного вида с 
надлежащим образом выбранной аналитической 
функцией  R p .Частный случай   0R p   соот-
ветствует симметричной потенциальной яме с рас-
пределением потенциала    U x V x , что, как 
легко видеть, совпадает с решением, получаемым 
из уравнения (3). 

Следует отметить, что часто лишь часть гео-
метрической кривой, описываемой выбранной од-
нопараметрической зависимостью, порождает 
корректное распределение потенциала  U x .  
А именно годятся только те участки, для которых 
движение точки вдоль кривой линии при возрас-
тании аргумента p  соответствует возрастанию 
координаты x  при проекции на ось OX . Точки 
поворота соответствуют сингулярностям потенци-
ального силового поля и ограничивают допусти-
мый диапазон координат и энергий, при которых 
может быть построена корректная двухсторонняя 
потенциальная яма (см. пример из следующего 
раздела). 

6. ИДЕАЛЬНЫЕ ИЗОХРОННЫЕ ОСЦИЛЛЯТОРЫ 

Рассмотрим в качестве примера случай изо-
хронных осцилляций, представляющий особый 
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интерес. Уравнение (8) дает нам для этого случая 

зависимость   0 0

0

2
2

T E m uP u
E

 , 0u  , где 

0E  — дополнительный нормировочный коэффи-
циент. Обратная функция, естественным образом 
доопределенная до всей числовой оси 

 ,p   , имеет вид  
2

0
1
2

pV p E
L

   
 

, где 

нормировочный коэффициент L  определен как 

0 0
1

2
L T E m


 . Получили прежний результат: 

симметричная потенциальная яма, удовлетворяю-
щая условию изохронности осцилляций — это ли-
нейный гармонический осциллятор  U x   

2

0
1
2

xE
L

   
 

 с квадратичным потенциалом.  

Полный набор изохронных распределений по-
тенциала получается исключением параметра p  из 
параметрических зависимостей    2x p p R p  , 

 
2

0
1
2

pU p E
L

   
 

, когда  R p  удовлетворяет ус-

ловию  0 0R   и обеспечивает монотонность 
функции  2p R p  и разрешимость уравнения 

 2x p R p   по переменной p  в некоторой ок-
рестности точки 0x  , 0p  . Это выражение не 
является чем-то новым и в точности совпадает с 
классическим результатом для одномерных изо-
хронных распределений потенциала [5, 9, 10]. 

Рассмотрим частный случай   2x p p Cp   
(один из немногих примеров, когда параметр p  
можно выразить через x  в виде явной формулы). 
Можно считать, что 0C   (если это не так, доста-
точно заменить знак у переменных p  и x  на про-
тивоположный). За счет масштабирующей замены 

0x x X , 0p p P  функцию   2x p p Cp   
можно привести к виду   22x p p p  , а при 
масштабировании потенциала 0u U U  — до-
биться зависимости   2u p p . Решением уравне-

U (x) 
U (x) 

x x 

0         0.5          1          1.5         2          2.5         3         3.5          4          4.5         5      0                0.5              1              1.5              2                2.5              3             3.5 

2.5 

   2 

1.5 

    1 

0.5 

10 
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2 

Рис. 2. Изохронное нормированное распределение 
потенциала    2

1u x x  , соответствующее па-

раметрическому представлению   22 1x p p p   , 
  2u p p .  

Пунктиром показана заданная в параметрической 
форме кривая     ,x p u p , жирной линией пока-
зан график функции  u x . В точке 0x   имеется 
сингулярность потенциала, за пределы которой 
потенциальная яма не может быть продолжена 

Рис. 3. Изохронное нормированное распределе-
ние потенциала   2 21u x x x  , соответствую-
щее параметрическому представлению 

   24 2x p p p   ,   2 2u p p  .  

Параметрическая кривая не имеет точек поворота 
и порождает полноценную монотонную потенци-
альную яму. Однако при этом распределение по-
тенциала все равно имеет сингулярную точку при 

0x  , за пределы которой потенциал нельзя про-
должить 
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ния 22x p p   являются 1 1p x     и 
1 1p x    , из которых только 1 1p x     

проходит через точку 0x  , 0p  . При смещении 
положения равновесия 0x   в точку 1x   пара-
метрическое соотношение приобретает вид 

1p x  . Полученное нормированное изохрон-

ное распределение потенциала    2
1u x x    

с точкой равновесия 1x   и точкой сингулярности 
0x   показано на рис. 2 — оно соответствует хо-

рошо известному случаю нелинейных изохронных 
колебаний плазмы [11]. Следует отметить, что при 
этом только часть параметрической кривой 2u p , 

21 2x p p    (параметрическая кривая показана 
на рис. 2 пунктиром) имеет смысл одномерного 
распределения потенциала  U x . 

Другим примером изохронных колебаний в од-
номерной потенциальной яме является потенциал 
  2 2 2 2U x x c x   [12]. В нормированном виде 

он приобретает вид   2 21U x x x   с точкой рав-
новесия 1x   и значением потенциала в точке 
равновесия 2U  . Легко проверить, что выбор 
функции   4 2R p p    для параметризован-
ного представлении изохронных потенциалов 
   2x p p R p  ,   2u p p  порождает решение 

     2 2/ 2 1 1 / 2 1 2u x x x     , представляю-
щее из себя потенциал   2 21U x x x  , записан-
ный в эквивалентной форме. Данное распределе-
ние потенциала показано на рис. 3. При этом сле-
дует отметить еще одно замечательное свойство 
потенциала   2 2 2 2U x x c x  : период осцилля-
ций не зависит от значения коэффициента c , он 
полностью определяется параметром   [12]. 

Следует отметить, что рассматриваемые в дан-
ной статье формулы принципиально ориентирова-
ны на распределения потенциала типа монотонной 
потенциальной ямы, т. е. когда левая ветвь рас-
пределения потенциала является монотонно спа-
дающей, а правая ветвь — монотонно растущей. 
Хотя те же самые формулы применимы и к време-
ни движения частицы в одностороннем электро-
статическом зеркале, но и в этом случае речь идет 
о принципиально монотонных функциях. Немоно-
тонные распределения потенциала типа зеркал 
Явора [2, 16–19] не подпадают под рассматривае-
мую здесь теорию и не могут быть описаны пред-
ложенными формулами (см. рис. 4 в качестве ил-
люстрации подобного распределения потенциала). 
Тем самым утверждение, что предложенные фор- 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

мулы позволяют описывать "все" возможные рас-
пределения потенциала с требуемыми вре-
меннми характеристиками, является в опреде-
ленной степени натяжкой: под словом "все" под-
разумеваются "все монотонные распределения 
потенциала", и совсем даже не исключен случай, 
что найдутся немонотонные распределения потен-
циала, которые никак не могут быть описаны 
предложенными формулами, с теми же или с бес-
конечно близкими временнми характеристиками 
движения заряженных частиц. 

Однако из этого утверждения имеется важное 
исключение. А именно, если речь идет об идеаль-
но изохронных системах, то можно с уверенно-
стью утверждать, что подобные системы имеет 
смысл искать только в классе монотонных потен-
циальных ям. Следовательно, рассмотренные ра-
нее формулы    2x p p R p  ,   2u p p  дейст-
вительно описывают все возможные распределе-
ния потенциала  U x  с идеально изохронными 
свойствами.  

Для доказательства этого факта рассмотрим по-
тенциальную яму с немонотонным распределени-
ем потенциала (рис. 4). Время  T E  движения 
частицы от края до края потенциальной ямы явля-
ется аналитической функцией параметра E , и, как 
всякая аналитическая функция, она может быть 
аналитически продолжена за пределы изначально- 
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Рис. 4. Симметричная потенциальная яма с немо-
нотонным распределением потенциала. 

0E  — уровень полной энергии, соответствующий 
нормальным осцилляциям частицы; *E  — крити-
ческий уровень полной энергии, соответствующий 
"застреванию" частицы; px  — координаты точек 

поворота частицы; *x  — координаты внутрен-
них точек с локальными максимумами потенциа-
ла, в которых "застревает" частица 



ФОРМУЛА  ЛАНДАУ  ДЛЯ  ДВУХСТОРОННЕГО  ПРОФИЛЯ... 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2013, том 23, № 2 

85 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

го континуального отрезка, на котором была опре-
делена. В частности, если   constT E   на каком-
то интервале энергий, то отсюда необходимым 
образом следует, что   constT E   для всех воз-
можных энергий: аналитическим продолжением 
функции   constT E   за пределы исходного ин-
тервала энергий является функция   constT E   и 
никакая другая.  

Однако для потенциальной ямы, показанной на 
рис. 4, условие   constT E   никак не может быть 
выполнено для всех энергий. Действительно, при 
понижении энергии частицы до уровня, когда она 
"касается" промежуточного максимума, время 
движения  T E  должно стремиться к бесконечно-
сти. Это можно показать с помощью вычисления 
интеграла типа (1), выделив в отдельный интеграл 
время движения в пределах  -окрестности каж-
дой внутренней точки с локальным максимумом 
потенциала (на рис. 4 это точки *x ). Когда по-
тенциал в точке максимума приблизительно квад-
ратичен, время  t E  движения по  -интервалу 
вокруг точки максимума стремится  
к бесконечности как  *~ log E E   при *E E , 
а при более "гладкой" вершине максимума  t E  
будет стремиться к бесконечности еще быстрее. 
Отсюда следует, что распределение потенциала  
с внутренним локальным максимумом не может 
иметь зависимость   constT E   для сколь бы ни 
было малого континуального отрезка значений 
энергии. 

То, что  T E  стремится к бесконечности при 

*E E , можно обосновать и из чисто физических 
соображений. Если уровень полной энергии равен 
высоте промежуточного максимума (уровень *E  
на рис. 4), то скорость частицы в точке промежу-
точного максимума равна нулю (следствие закона 
сохранения энергии). Если поместить в такую точ-
ку максимума частицу с нулевой начальной скоро-
стью, то частица должна будет находиться в дан-
ном (неустойчивом) положении равновесия неоп-
ределенно долгое время. Тем самым на фазовой 
плоскости  , xx v  для траектории-сепаратрисы с 

*E E  время достижения частицей предельной 
точки равновесия px x , 0xv   (где px x  — ло-
кальный максимум) равно бесконечности и части-
ца, двигающаяся с начальной полной энергией 

*E E , никогда не сможет преодолеть точку 
px x  и достигнуть противоположного края по-

тенциальной ямы (рис. 5). Когда же уровень пол-

xm xm 
 xm 

x* x* 

Рис. 5. Фазовые траектории на фазовой плоскости 
 , xx v  при движении частицы в одномерном силовом 
поле с потенциалом, показанном на рис. 4.  
Область, помеченная как A — колебания в окрестно-
сти левого минимума потенциала с энергией меньше 

*E . Область, помеченная как C — колебания в окре-
стности левого минимума потенциала с энергией 
меньше *E . Область, помеченная как B — колебания 
в окрестности центрального минимума (точка 0x  ) 
потенциала с энергией меньше *E . Область, поме-
ченная как D — колебания от левой до правой грани-
цы потенциальной ямы и обратно с полной энергией 
больше *E . Жирными точками помечены положения 
равновесия: устойчивые mx  — соответствующие ми-
нимумам потенциала, и неустойчивые *x  — соответ-
ствующие максимумам потенциала. Фазовая линия, 
помеченная стрелками и проходящая через точки 

*x  — сепаратриса, разделяющая области с различны-
ми режимами движения. Сепаратриса составлена из 4 
различных фазовых траекторий, соответствующих 
критической энергии *E . Эти особые траектории на-
чинаются и заканчиваются в точках *x , причем нача-
ло каждой траектории соответствует моменту време-
ни t   , конец — моменту времени t   , 
стрелки показывают направление движения точки 
при возрастании времени от t    до t   , а 
частице требуется бесконечное время, чтобы пройти 
фазовую траекторию целиком от начала к концу. 
Время же полного прохода точки по любой другой 
замкнутой фазовой траектории, показанной на рисун-
ке, сугубо конечно 
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D
 D 

D
 D 
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ной энергии приближается сверху к критическому 
уровню энергии *E , время движения частицы 
вдоль фиксированного отрезка в окрестности мак-
симума стремится к бесконечности: скорость час-
тицы при прохождении этого участка стремится к 
нулю, и, как результат, полное время движения 
частицы от края до края потенциальной ямы тоже 
стремится к бесконечности.  

Аналогичное утверждение справедливо и для 
потенциальных ям с "плоским дном". В [5–7] рас-
сматривается лемма: если потенциальная функция 
ведет себя в точке равновесия как  U x   

2 2na x   с показателем 1n  , то время осцил-
ляций  T E  при 0E   стремится к бесконечно-
сти. Для наших целей отсюда следует, что идеаль-
ных изохронных свойств не может быть в систе-
мах, имеющих в средней части дрейфовое беспо-
левое пространство — точнее, имеющих локаль-
ные участки с приближенно-дрейфовым ("пло-
ским") распределением потенциала, где потенциал 
ведет себя как   2 2nU x a x  , т. к. функция 
 T E , стремящаяся при каких-то значениях энер-

гии E  к бесконечности, никак не может быть ре-
зультатом аналитического продолжения функции, 
которая на некотором континуальном отрезке ве-
дет себя как   constT E  . 

7. ПРИМЕНЕНИЕ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ  
СИСТЕМ С ЗАДАННЫМИ  

ВРЕМЕННМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ  
В МАСС-СПЕКТРОМЕТРИИ 

Профили осевых распределений электрическо-
го потенциала, обеспечивающие заданные вре-
менне характеристики движения заряженных 
частиц, близкие к изохронным, являются важным 
инструментом для разработки времяпролетных 
масс-анализаторов [2, 13–19]. В частности, иде-
ально изохронные симметричные профили, соот-
ветствующие квадратичному распределению по-
тенциала и обеспечивающие идеальные времяпро-
летные свойства зеркала, с успехом используются 
в патентах [20, 23, 25]. При этом осесимметричное 
электрическое поле с квадратичным распределе-
нием потенциала вдоль оси, используемое в элек-
тростатической ловушке Orbitrap [20–22], пред-
назначенной для фурье-масс-спектрометрии, явля-
ется единственным электрическим полем такого 
рода. Однако, если отказаться от строгой осесим-
метричности электрического поля, можно найти 
самые разнообразные решения [23–26], обеспечи-
вающие идеальные времяпролетные свойства 
вдоль одной из осей. Теория синтеза электриче-
ских полей наиболее общего вида с квадратичным 

поведением электрического потенциала вдоль од-
ной из осей, которые тем самым обеспечивают 
идеальные времяпролетные свойства прибора, 
подробно рассматривается в [26]. 

Можно было бы ожидать, что несимметричные 
одномерные распределения потенциала  x p   

 2p R p  ,   2u p p , обеспечивающие идеаль-
ную изохронность, могут привести к не менее ин-
тересным решениям. К сожалению, это не так. 
Кроме зависимости времени пролета от энергии 
частицы не менее существенным фактором явля-
ется зависимость времени пролета от координат  
и углов, характеризующих смещение траектории 
заряженной частицы вблизи оси [2]. Если же рас-
пределение электрического потенциала вдоль оси 
отлично от симметричного изохронного закона 

2~ z , исчерпывающе проанализированного в [26], 
то расщепления движения вдоль оси и движения 
перпендикулярно к оси не происходит и время 
движения заряженной частицы начинает сущест-
венным образом зависеть от пространственных 
координат и углов, характеризующих возмущение 
движения заряженной частицы по сравнению со 
строго осевым движением. Поэтому, по всей ви-
димости, электрические поля с распределением 
электрического потенциала типа 2~ z  вдоль одной 
из осей являются единственными, обеспечиваю-
щими идеальные времяпролетные свойства элек-
тростатического зеркала. 

Несмотря на это соображение, инструменты 
для целенаправленного синтеза электрических по-
лей с заданными временнми характеристиками 
по энергии могут быть весьма полезными при раз-
работке времяпролетных масс-спектрометри-
ческих приборов. Конструктивные алгоритмы 
синтеза электрических полей, которые можно раз-
работать на основании такого подхода, будут яв-
ляться предметом дальнейших исследований.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ 

В работе показано, как можно модифицировать 
известную формулу Ландау [1], позволяющую в 
общем случае синтезировать распределения по-
тенциалов типа потенциальной ямы с заданным 
законом зависимости периода осцилляций от 
энергии. Предложенные в этой работе формулы 
позволяют рассчитывать аналитически гладкие 
несимметричные монотонные распределения по-
тенциалов с требуемыми временнми свойствами 
для движения заряженных частиц. Обосновано 
важное утверждение, что идеально изохронные 
(относительно полной энергии частиц) одномер-
ные распределения потенциалов могут быть най-
дены только в классе монотонных потенциальных 
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ям с квадратичным "дном" в окрестности положе-
ния равновесия.  

При выполнении данного исследования актив-
но использовались программы [27] и [28]. 

Рассчитываемые на основании предложенных 
формул монотонные одномерные профили элек-
трических потенциалов могут быть полезными 
при синтезе электронных зеркал с хорошими изо-
хронными свойствами, необходимыми для время-
пролетной масс-спектрометрии. Разработка на 
этой основе конкретных и практически работаю-
щих алгоритмов целенаправленного синтеза элек-
трических конфигураций с желаемыми времяпро-
летными характеристиками определенно требует 
отдельных серьезных исследований, которые, воз-
можно, станут предметом последующих публика-
ций. 
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LANDAU  RELATIONSHIP  FOR  THE  TWO-SIDE  PROFILE  

 OF  THE  ONE-DIMENSIONAL  POTENTIAL  DISTRIBUTION  
 OF  THE  MECHANICAL  OSCILLATOR  WITH  THE  PREDEFINED   

DEPENDENCE  OF  THE  PERIOD  OF  OSCILLATIONS  FROM  ENERGY 
 

A. S. Berdnikov 
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The Landau relationship is considered which enables to reconstruct the symmetrical potential well for the 
one-dimensional mechanical oscillator using the predefined dependence of its period from energy as the input 
data. It is shown how this expression can be modified to produce non-symmetrical smooth potential wells for 
the same purpose. It is confirmed that there are no one-dimensional potential distributions with flat bottoms 
and/or with non-monotonic behavior which produce the ideally isochronous oscillators (i.e., the oscillators 
where the period of oscillations is the same for any energy at least for some energy ranges). The application of 
these results to time-of-flight mass spectrometers and FTR-MS electrostatic traps is discussed.  
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