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БИПОЛЯРНАЯ  ПРОЕКТИВНОСТЬ  ГАУССОВЫХ  ТОЧЕК   
В  ОПТИЧЕСКИХ  СИСТЕМАХ  С  КРИВОЛИНЕЙНОЙ  ОСЬЮ 

 
В оптических системах с криволинейной осью обнаружены особые внеосевые геометрические точки, на-
званные автором оптическими полюсами, которые обеспечивают ранее неизвестное фундаментальное про-
ективное свойство гауссовых изображений, названное биполярно проективным соответствием (ВРС).  Рас-
смотрен вопрос существования и местоположения оптических полюсов в произвольной оптической системе 
с криволинейной осью. Доказано, что если оптическая сила системы отлична от нуля, а угол поворота ее оси 
отличен от n, где  n = 0,1,...,  то оптические полюсы всегда существуют и расположены на особых прямых, 
названных фоктрисами, которые проходят через фокусы оптической системы параллельно противолежа-
щим им оптическим плечам. Позиции оптических полюсов взаимосвязаны и подчинены известному оптиче-
скому уравнению Ньютона. 
 
 
Кл. сл.: биполярно проективное соответствие, криволинейная оптическая ось, гауссово изображение,  
оптические полюсы, фоктриса 
 
 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Барбер [1] и Штефенс [2] обнаружили, что в 
корпускулярно-оптической призме с однородным 
магнитным полем, граница которой ортогональна 
к оптической оси, при условии идеальной одно-
родности поля внутри границ и отсутствия его вне 
границ прямая, проходящая через сопряженные 
гауссовы точки, всегда проходит через центр по-
ворота оптической оси (рис. 1). Данное проектив-
ное свойство широко известно в литературе как 
"правило Барбера". К тому же времени относятся 
исследования Герцога [3] оптических свойств маг-
нитных призм с однородными полями с произ-
вольными наклонами границ призмы к ее оптиче-
ской оси. Им был показан графический способ оп-
ределения кардинальных оптических точек таких 
призм. Позже данный способ был применен Кар-
таном [4] для построения гауссовых изображений 
(рис. 2). Картаном был также показан графический 
способ обнаружения гауссовых оптических изо-
бражений в электростатических призмах с цилин-
дрическим полем, основанный на использовании 
дополнительного "эрзац-шаблона" оригинала, но с 
иным углом поворота оптической оси и особым 
масштабированием оси в поле и вне призмы. 
Позднее Джадд [5] применил данную идею для 
определения положений гауссовых изображений в 
магнитостатических призмах с радиально неодно-
родным полем Н=Н0∙(r0/r)n (рис. 3). Возможности 
графических методов анализа электростатических 
и магнитных призм были расширены и развиты в 
работе [6]. 

Ниже впервые предложен и обоснован универ-
сальный метод определения гауссовых изображе-
ний. Он основан на обнаруженном автором фун-
даментальном свойстве гауссовых изображений, 
названном "биполярно проективное соответст-
вие", присущем, как показано ниже, любой опти-
ческой системе с криволинейной осью, для кото-
рой справедливо ньютоново сопряжение гауссо-
вых точек и угол поворота оптической оси отли-
чен от значений n, где  n = 0,1,...  

 
Рис. 1. Правило Барбера. 
Гауссовы точки G и G и центр О поворота оптиче-
ской оси лежат на одной прямой. 
 — угол  поворота оптической оси; ABCD — область 
поля призмы; l, l — входное и выходное плечи 
призмы.  Входная и выходная оси z и z ортогональ-
ны к AB и CD 
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О БИПОЛЯРНО ПРОЕКТИВНОМ 
СООТВЕТСТВИИ И СОПУТСТВУЮЩЕЙ 

ТЕРМИНОЛОГИИ 

Концепция биполярной проекции обобщает об-
щеизвестную центральную проекцию. Выберем 
произвольно две оси z и z. Вне их зафиксируем 
две произвольные точки Р и Р, которые назовем 
В-полюсами (рис. 4). Проведем через данные по-
люсы параллельные прямые П и П, которые на-
зовем проектирующими, а их совокупность про-
ектирующей парой (П, П). Пусть проектирую-
щая прямая П пересечет ось z в точке G, а проек-
тирующая прямая П пересечет ось z в точке G. 
Очевидно, что указанное соответствие точек G и 
G при фиксированном положении полюсов Р и 

Р будет взаимно однозначным. Назовем его "би-
полярно проективное соответствие" (ВРС), а от-
меченные точки G и G назовем В-сопряженными 
точками. При фиксированном положении полю-
сов Р и Р, меняя направления проектирующих 
пар (П, П), можно получить взаимно-
однозначное биполярно проективное соответствие 
всех точек осей z и z. Пусть оси z и z пересе-
каются в некоторой точке V. Выделим среди мно-
жества проектирующих прямых П и П особые 
прямые  и , первая из которых проходит через 
полюс Р параллельно оси z, пересекая ось z в 
некоторой точке F,  а вторая проходит через по-
люс Р параллельно оси z, пересекая ось z в точ-
ке F (рис. 5) . Указанные особые прямые  и  
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Рис. 2. Правило Картана. 
Точки Gn и Gn и центр O поворота 
оптической оси лежат на одной пря-
мой. 
Гауссовы точки G и G есть ортого-
нальные проекции Gn и Gn на вход-
ную и выходную оси z и z; n и 
n— нормали к границам АВ и СD в 
точках их пересечения с оптической 
осью 

Рис. 3. Эрзац-шаблон Джадда для магнитных 
призм с полем Н = Н0∙(r0/r)n. 
 = (1– n):   =  ∙ ;  L =  ∙ l;  L =  ∙ l; 
 — угол  поворота оптической оси; l, l —
входное и выходное плечи призмы (см. 
рис. 1); G, G — сопряженные точки шабло-
на. 
G, G и центр О поворота оптической оси 
лежат на одной прямой 
 

Рис. 4. Биполярно проективное соответст-
вие осей z и z. 
П', П" — проектирующие прямые; P, P —
В-полюсы; G, G — В-сопряженные точки 
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назовем фоктрисами полюсов Р и Р, соответст-
венно. Точки F и F назовем фокальными точка-
ми осей z и z (название и обозначение данных 
точек обусловлены тем, что их В-изображения на-
ходятся в "бесконечности"). Элементы, помечен-
ные однотипными штрихами, будем называть 
смежными. Расстояния между смежными точками 
F и G назовем ньютоновыми плечами, обозначив 
их соответственно g и g; расстояния между 
смежными точками G и Р назовем полярными ра-
диусами В-сопряженных точек, обозначив их gр и 
gр; а расстояния между смежными точками F и Р 
назовем полюсными плечами, обозначив их p и p.  
Все указанные величины рассматриваются алгеб-
раическими и могут принимать как положитель-
ные, так и отрицательные значения. 

Биполярно проективное соответствие становит-
ся центрально проективным в случае, когда В-
полюсы совпадают. В этом особом случае совме-
щенный В-полюс назовем сингулярным. 

СОГЛАШЕНИЕ О ЗНАКАХ  
И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ СВОЙСТВО ВРС 

Поскольку ньютоновы и полюсные плечи от-
считываются от фокальных точек F и F, то есте-
ственно принять последние за начало отсчетов 
указанных плеч. Примем следующее соглашение о 
знаках. Будем считать, что ньютоновы плечи g и 
g положительны, если F и F расположены меж-
ду вершиной V и соответствующими точками G и 
G;  полюсные плечи p и p будем считать поло-
жительными, если соответствующие В-полюсы 

расположены внутри угла между осями z и z, как 
показано на рис. 5. Не умаляя общности дальней-
ших результатов, примем для определенности 
расположение В-полюсов, соответствующее по-
ложительным значениям p и p (как на рис. 5). 
Нетрудно доказать, что для любых В-сопряженных 
точек G и G произведение их ньютоновых плеч 
всегда положительно. При этом из подобия тре-
угольников FPG и FGP на рис. 5 следует 
фундаментальная связь между ньютоновыми и по-
люсными плечами, выражающая характеристиче-
ское свойство BPC: 

g∙g = p∙p.                                    (1) 
Из (1) следует, что для любой пары B-

сопряженных точек G и G при фиксированном 
положении B-полюсов произведение ньютоновых 
плеч g и g есть величина постоянная. Поскольку 
эта постоянная положительна, обозначим ее р2, а 
параметр р назовем параметром B-сопряжения. 
Таким образом, 

р = (p∙p).                                    (2) 
Не останавливаясь на других свойствах BPC, 

приведем известные практические примеры, ил-
люстрирующие биполярно проективное соответ-
ствие гауссовых точек. 

ПРИМЕРЫ BPC В ОПТИКЕ 

Классическим  примером  В-сопряжения  яв-
ляется проективное соответствие оптически со-
пряженных внеосевых точек линзы, имеющей 
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Рис. 5. Фоктрисы осей z и z. 
F, F — фокальные точки;  Р, Р — В-
полюсы; g', g" — ньютоновы плечи;   
gр = РG; gр = РG; p= РF; p= 
= РF,  ,  — фоктрисы полюсов Р 
и Р; G и G — В-сопряженные точки 
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Рис. 6. ВРС внеосевых точек в линзе. 
z — центральная оптическая ось линзы; h,h — главные плоскости линзы; z, z — входная и выходная 
оси; A, B — внеосевые (относительно центральной оптической оси) объектные точки, лежащие на 
входной оси z; A, B — оптические изображения точек Aи B соответственно; F, F — фокальные 
точки линзы; ₣, ₣ — фокальные точки линзы при смещении оси (точки F и ₣  здесь совпадают); , 
 — фоктрисы линзы при смещении оптической оси (фоктриса  совпадает с центральной оптиче-
ской осью z). В-полюсы линзы при смещении оси расположены в узловых точках линзы N и N 

 
 
 

 
 
 
 

прямолинейную центральную оптическую ось 
(рис. 6). В данном случае роль B-полюсов играют 
узловые точки. Действительно, через любую вне-
осевую объектную точку можно провести луч, па-
раллельный оптической оси линзы, связав с дан-
ным лучом новую оптическую ось (см. рис. 6).  
В параксиальном приближении данный луч, а вме-
сте с ним и смещенная ось после искривления лу-
ча в поле линзы асимптотически пройдут через 
выходной фокус F, образуя асимптотическое вы-
ходное плечо смещенной оси, на котором распо-
ложено гауссово изображение исходного объекта. 

Согласно определению узловых точек линзы, ис-
ходный внеосевой объект и его изображение гео-
метрически будут B-сопряжены через данные уз-
ловые точки. 

Другим классическим примером B-сопряжения 
гауссовых точек является упоминавшееся выше 
правило Барбера для магнитных призм с однород-
ным полем, справедливое в случае ортогонально-
сти границ к оптической оси. Нетрудно доказать, 
что в данных призмах фоктрисы проходят через 
центр поворота оптической оси; при этом данный  
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Рис. 7. В-сопряжение в 
симметричной магнитной 
призме. 
Полярные радиусы гаус-
совых точек G и G па-
раллельны; F, F — фо-
кальные точки призмы;
Р, Р — оптические по-
люсы; FР, FР — фок-
трисы оптических полю-
сов; f — фокусное рас-
стояние призмы; AB и 
CD — эффективные гра-
ницы магнитного поля 
призмы 
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центр  является сингулярным B-полюсом, что и 
предопределяет центральную проективность гаус-
совых точек. Отметим, что аналогичная ситуация 
имеет место и в электростатической призме со 
сферически симметричным полем. Легко заметить, 
что если сингулярный В-полюс существует, то он 
расположен в точке пересечения фоктрис оптиче-
ской системы. В случае магнитных призм с одно-
родным полем и произвольным наклоном границ к 
оптической оси точка пересечения фоктрис не яв-
ляется сингулярным В-полюсом. При этом в слу-
чае магнитной призмы с симметрично наклонны-
ми к оптической оси границами при любых углах 
поворота оптической оси (кроме значений n) 
точки пересечения эффективных границ поля 
призмы со  смежными с ними фоктрисами явля-
ются В-полюсами (рис. 7). Данный результат не-
посредственно следует из вычислений фоктрис и 
оптической силы призмы. В случае аксиально-
симметричных магнитных призм с радиально не-
однородным полем Н = Н0 ∙ (r0/r)n, входная и вы-
ходная границы которого ортогональны оптиче-

ской оси, можно также обосновать отсутствие 
сингулярного В-полюса; при этом, как и в преды-
дущем примере, в данных призмах имеет место B-
сопряжение гауссовых точек через пространствен-
но разделенные B-полюсы, как показано на рис. 8. 
Обоснование показанного на рис. 8 способа нахо-
ждения В-полюсов следует из общей теоремы, 
приведенной ниже. Отметим без доказательства, 
что в условиях симметричного скоса границ приз-
мы, обеспечивающего краевую фокусировку час-
тиц в медианной плоскости призмы, при опреде-
ленной зависимости между углом ε скоса границ, 
параметром n и углом φ поворота оптической оси 
наличие сингулярного В-полюса возможно 
(рис. 9). Указанному вопросу будет посвящена от-
дельная статья. Однако одно из решений отметим: 
φ =2arctg(5 +1),  ε = arctg(1/2),  n = (5 –1)/2. 

В связи с приведенными примерами возникает 
естественный вопрос, всегда ли можно указать по-
люсы, способные обеспечить В-сопряжение гаус-
совых точек, и как обнаружить эти полюсы? Ответ 
на него дают нижеследующие теоремы, вторая из 

Рис. 8. В-сопряжение гауссовых точек в 
магнитной призме с полем Н=Н0 ∙(r0/r)n. 
Р, Р — кардинальные оптические по-
люсы: РG ║ РG; V, V — главные 
точки призмы; F, F — фокальные точ-
ки призмы; ,  — фоктрисы оптиче-
ских полюсов; f  — фокусное расстояние 
призмы; b — биссектриса угла поворота 
оптической оси; AB и CD — эффектив-
ные границы магнитного поля призмы 
 

Рис. 9. Центральная проективность га-
уссовых точек в магнитной призме  со 
скошенными границами с полем Н = 
= Н0∙(r0/r)n в условиях наличия  сингу-
лярного В-полюса. 
ε — угол  скоса  границ  призмы;  точ-
ка О — центр поворота оптической 
оси; AB и CD — эффективные границы 
магнитного поля призмы. 
Гауссовы точки G и G лежат на пря-
мой, проходящей через сингулярный 
В-полюс в точке Р пересечения фок-
трис  и  
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которых указывает на общий метод нахождения 
местоположений B-полюсов. 

ТЕОРЕМЫ О БИПОЛЯРНО ПРОЕКТИВНОМ 
СООТВЕТСТВИИ ГАУССОВЫХ ТОЧЕК 

В случае, если прямые z и z являются вход-
ной и выходной осями оптической системы с кри-
волинейной осью, то положения гауссовых точек 
G и G, расположенных на данных плечах, как 
известно, связаны фундаментальным оптическим 
тождеством Ньютона: 

 g ∙ g = f∙ f,                              (3) 
где f и f — фокусные расстояния оптической 
системы. Поэтому если выбор полюсов подчинить 
условию 

 р ∙ р = f ∙ f,                              (4) 
то на основании равенства (1) можно заключить, 
что В-сопряжение точек, расположенных на пря-
мых z и z, является и условием оптического со-
пряжения данных точек. При этом становится яс-
ным оптический смысл параметра B-сопряжения: 

 р =(f ∙ f).                              (5) 
Уравнения (3) и (4) назовем условиями ньюто-

нова сопряжения гауссовых точек и B-полюсов 
относительно смежных с ними фокусов. Тогда эк-
вивалентность условий (3) и (4) можно сформули-
ровать в виде следующей теоремы.  

В любых оптических системах с криволи-
нейной оптической осью, обладающих ненуле-
вой оптической силой, при угле поворота, от-
личном от значений n, где n = 0, 1,…, В-со-
пряженные точки асимптотических плеч оп-
тической оси являются гауссовыми тогда и 
только тогда, когда положения В-полюсов 
ньютоново сопряжены. 

Условие ненулевой оптической силы означает, 
что система не должна быть телескопической. 
Кроме того, в данной теореме неявно предполага-
ется, что В-полюсы существуют и не расположены 
на асимптотических плечах оптической оси. Од-
нако в условиях конечности фокусных расстояний 
оптической системы всегда можно указать поло-
жения фокальных точек и из них провести соот-
ветствующие фоктрисы. Легко видеть, что В-
полюсы должны располагаться исключительно на 
данных фоктрисах, поскольку В-сопряженные 
изображения фокальных точек, по определению, 
должны быть расположены в "бесконечности". 
Поэтому в качестве В-полюсов достаточно вы-
брать на фоктрисах точки, удаленные от соответ-
ствующих фокальных точек на расстояния, удов-
летворяющие уравнению (4). 

Таким образом, можно сформулировать сле-
дующую общую теорему о биполярно проектив-
ном соответствии гауссовых точек. 

В любых оптических системах с поворотной 
оптической осью с углом поворота, отличным 
от значений n, где n = 0, 1,…, и обладающих 
ненулевой оптической силой, 

1) всегда существуют В-полюсы, способные 
обеспечить биполярно проективное соответ-
ствие всех оптически сопряженных осевых то-
чек; 

2) B-сопряженные точки асимптотических 
плеч оптической оси являются оптически со-
пряженными в том и только в том случае, если 
B-полюсы расположены на фоктрисах оптиче-
ской системы, а произведение полюсных плеч 
равно произведению фокусных расстояний f и f 
оптической системы, т.е. 

p ∙ p = f ∙ f. 
Ньютоново сопряжение В-полюсов показывает 

их оптический смысл, в связи с чем их можно на-
звать "оптическими" полюсами. 

Особенностью оптических полюсов является их 
неоднозначность, поскольку расположение полю-
сов на фоктрисах регламентируется лишь услови-
ем ньютонова сопряжения. В частности, В-полюсы 
можно расположить на равных расстояниях от со-
ответствующих фокусов F и F. Данный выбор 
полюсов назовем равновесным. 

Из рис. 5 нетрудно увидеть, что 

g/p = gр/gр.                           (6) 
В случае  равновесных полюсов левую часть (6) 
можно преобразовать к виду 

g/p = g/(f ∙ f) = (g/f) ∙ (f/f). 
Таким образом,  уравнение (6) можно перепи-

сать в виде 
g/f = (gр/gр)/n,                            (7) 

где n = (f/f) — коэффициент иммерсии оптиче-
ской системы. Величина отношения, стоящего 
слева в (7), как известно, равна оптическому уве-
личению системы при текущем положении гаус-
совых точек G и G. Легко видеть, что знак опти-
ческого увеличения положителен, если полярные 
радиусы PG и PG одинаково направлены и  от-
рицателен в противном случае (как на рис. 5). 
Проводя дальнейшую аналогию с традиционными 
оптическими представлениями, можно выделить 
главные и узловые В-полюсы, определяемые ана-
логично общепринятым главным и узловым точкам 
линз с прямолинейной оптической осью. Главны-
ми оптическими полюсами назовем В-полюсы, 
расположенные на расстояниях f и f от соответ-
ствующих фокусов F и F, а узловыми полюсами 
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назовем В-полюсы, расположенные на расстояни-
ях f и f от фокусов F и F соответственно. В по-
следнем варианте расположения полюсов очевид-
но р = f, и из (6) следует, что в случае В-
сопряжения гауссовых точек через узловые полю-
сы коэффициент оптического увеличения изо-
бражения равен отношению полярных радиусов 
данных гауссовых точек. 

Отмеченные выше главные, узловые и равно-
весные оптические полюсы назовем "кардиналь-
ными" полюсами оптической системы с криволи-
нейной поворотной осью. 

Из определения кардинальных полюсов следу-
ет однозначность их местоположения в оптиче-
ской системе. В случае отсутствия иммерсии фо-
кусные расстояния оптической системы в про-
странствах объекта и изображения равны. В этой 
ситуации кардинальные полюсы располагаются на 
одинаковых расстояниях от соответствующих фо-
кальных точек, равных фокусному расстоянию 
системы (см. рис. 7, 8).  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей статье показано, что биполярно 
проективное соответствие гауссовых точек явля-
ется фундаментальным свойством любых оптиче-
ских систем с криволинейной поворотной осью, в 
которых справедливо ньютоново сопряжение дан-
ных точек и угол поворота оптической оси отли-
чен от значений n, где  n = 0, 1,... Главные, узло-
вые и равновесные оптические полюсы таких сис-
тем определяются однозначно. Зная местоположе-
ния оптических полюсов, для любого положения 
объекта на входном плече оптической оси путем 
В-сопряжения можно однозначно определить ме-
стоположение оптического изображения объекта. 
Указанный способ является универсальным мето-
дом обнаружения гауссовых изображений, не 
имеющим аналога в оптической теории. Данный 
метод применим в любых статических оптических 
системах с криволинейной поворотной осью, в ко-
торых угол поворота отличен от значений n, где 
n = 0, 1,…, и справедливо ньютоново сопряжение 
гауссовых точек. 

Метод ВРС удобно применять при конструиро-
вании оптической системы с криволинейной осью 
на этапе выбора расположении плоскостей объек-
та и изображения. При этом, как нетрудно заме-
тить, методом ВРС возможно решение и обратной 
задачи, а именно осуществить синтез геометрии и 
оптической среды призмы при наличии априорных 
требований на расположение плоскостей объекта 
и изображения. 

Уравнение (1) выражает особое геометрическое 
свойство, которое можно назвать "конвертируемо- 
 

стью" множеств гауссовых пар и оптических по-
люсов. Это свойство означает, что при известном 
положении какой либо пары гауссовых точек рас-
пределение оптических полюсов на фоктрисах 
можно найти путем "инверсной биполярной проек-
ции", проводя проектирующие пары прямых из 
данных гауссовых точек.  Оптические полюсы в 
этом случае будут расположены в точках пересе-
чения проектирующих прямых со смежными фок-
трисами. Такой способ можно использовать как 
альтернативный метод нахождения оптических 
полюсов, если известно положение какой-либо па-
ры сопряженных гауссовых точек. Для иллюстра-
ции отмеченного метода на рис. 10 наряду с син-
гулярным полюсом в точке О  показаны простран-
ственно разделенные оптические полюсы P и P 
магнитной призмы с однородным полем и ортого-
нальными к оптической оси границами. Местопо-
ложения данных полюсов найдено путем инверс-
ной биполярной проекции из гауссовых точек G и 
G, которые для визуального контроля  определе-
ны здесь также по "правилу Барбера". 

Путем предельного перехода идеи метода ВРС 
могут быть естественным образом распростране-
ны на оптические системы с криволинейной опти-
ческой осью, сохраняющие на выходе первона-
чальное направление оси, а также на линзы и зер-
кала c прямолинейной оптической осью. Данной 
теме будет посвящена следующая статья. 

Автор считает своим приятным долгом выразить 
сердечную благодарность д.ф.-м.н., проф.  Л.Н. Галль 
за полезные дискуссии по затронутой теме, во многом 
стимулировавшие написание данной статьи. 

 
Рис. 10. ВРС гауссовых точек в магнитной призме с 
однородным полем в случае, когда оптическая ось 
ортогональна к границам поля. 
Точка О — сингулярный оптический полюс: 
GiOGi — прямые линии (i = 1, 2); Р, Р — альтерна-
тивные оптические полюсы: РGi ║ РGi; F, F —
фокальные точки призмы;  и  — фоктрисы опти-
ческих полюсов 
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Specific off-axis geometrical points of optical systems with curvilinear optic axis and a new fundamental 
projective property of conjugate gaussian points are found. This property is called by author a bipolar projective 
correspondence (BPC); specific off-axis points are called optical poles. Last ones provide the BPC property of 
gaussian points. Their existence is proved for any optical systems with curvilinear optic axis in case if the optic 
power of the system is not equal to zero and the deflection angle is not equal n, where n = 0, 1,... It’s proved 
that optical poles are placed on the specific straight lines, called foctrices. These specific lines pass through opt-
ical foci being parallel to the opposite asymptotic arms of the optic system. Positions of optical poles are conju-
gated accordingly to well-known Newton’s optic equation. 
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