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ВВЕДЕНИЕ 

В предыдущих работах данного цикла работ 
[1–4] был рассмотрен новый метод управления 
движением заряженных частиц с помощью высо-
кочастотных электрических полей, характери-
зующихся медленно меняющимися во времени 
эффективными потенциалами. Однако со времени 
публикации первых работ цикла в результате мно-
гочисленных обсуждений и семинаров были выяв-
лены такие аспекты данного изобретения, вызы-
вающие у читателей и слушателей дополнитель-
ные вопросы, которые не были в достаточной мере 
раскрыты в указанных публикациях. В частности, 
данная работа посвящена тонким математическим 
моментам, не в должной мере раскрытым при вы-
воде общей формулы для медленноменяющегося 
псевдопотенциала. 

1. КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ 
РАНЕЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Для приближенного описания движения заря-
женных частиц в высокочастотном электрическом 
поле широко используется специальный матема-
тический аппарат, называемый теорией псевдопо-
тенциала [5–8]. А именно, при определенных до-
пущениях движение заряженной частицы распада-
ется сумму «медленного» движения, связанного с 
дрейфом заряженной частицы в высокочастотном 
электрическом поле и характеризуемого времена-

ми характерного изменения, много больше одно-
кратного периода высокочастотного электриче-
ского поля; и «быстрого» движения, представ-
ляющего собой быстрые осцилляции относительно 
«медленного» движения с частотами, сравнимыми 
с частотой электрического поля, но с относитель-
но небольшой амплитудой. При этом «медленное» 
движение описывается дифференциальными урав-
нениями, идентичными уравнениям движения за-
ряженной частицы в некотором эффективном 
электрическом поле. Потенциальная функция эф-
фективного электрического поля называется эф-
фективным потенциалом, или псевдопотенциалом, 
и вычисляется по определенным формулам через 
данные о высокочастотном электрическом поле. 

Классическая теория псевдопотенциала (изло-
женная, например, в [5, с. 124–127], [6, с. 49–51], 
[7, с. 49–51], [8, с. 142–144]) имеет дело с высоко-
частотными гармоническими электрическими по-
лями с постоянными во времени (но не в про-
странстве) амплитудами. Так, если высокочастот-
ное электрическое поле имеет вид  , , ,x y z tE  = 
=    0 , , cosx y z t E , то его псевдопотенциал 

вычисляется как     2
0, , , ,U x y z q x y z E  

  124m 
 . Если высокочастотное электрическое 
поле может быть представлено, как 
     , , , , , cos , , sinc sx y z t x y z t x y z t    E E E , 

то его псевдопотенциал вычисляется, как 
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        2 2 2, , , , , , 4c sU x y z q x y z x y z m E E . 
Наконец, если высокочастотное электрическое по-
ле представляется рядом Фурье, как  , , ,x y z tE  = 
=    ( ) , , cosk

c x y z k tE  +    ( ) , , sink
s x y z k tE , 

где функции  ( ) , ,k
c x y zE  и  ( ) , ,k

s x y zE  — это ам-
плитуды соответствующих гармоник электриче-
ского поля, то значение эффективного потенциала 
 , ,U x y z  в точке пространства  , ,x y z  вычисля-

ется в соответствии с формулой  , ,U x y z   

      2 2( ) ( ) 2 2, , , , 4k k
c sq x y z x y z m k  E E . 

Для того чтобы создавать высокочастотные элек-
трические поля указанного вида, к электродам 
устройства должны прикладываться электриче-
ские напряжения, меняющиеся во времени, как 

 cos t  , cos t , sin t ,  cos k t ,  sin k t , 

    cos sink kp k t q k t   (последнее выраже-
ние представляет собой разложение в ряд Фурье 
произвольной периодической во времени функ-
ции), а также суперпозиции таких напряжений. 
Отметим, что во всех приведенных случаях псев-
допотенциал — это стационарная, не меняющаяся 
во времени функция от координат пространства. 

В работах [1–4] понятие псевдопотенциала 
обобщается на более широкий класс электриче-
ских напряжений, характеризуемых "медленными" 
и "быстрыми" характерными временами измене-
ния во времени. Пусть электрические напряжения, 
прикладываемые к электродам устройства, описы-
ваются выражениями вида  0A t   

    cos sink k k kA t t B t t   , где  kA t  и 

 kB t  — "медленные" функции, а k  — фиксиро-
ванный набор "быстрых" и "далеко разнесенных" 
частот (точные математические определения этих 
понятий приводятся в [3]). Тогда высокочастотное 
электрическое поле  , , ,x y z tE , создаваемое внут-
ри устройства, представимо в виде  

 , , ,x y z tE  =  0 , , ,x y z tE  + 

+     ( ) ( ), , , cos , , , sinc s
k k k kx y z t t x y z t t  E E , (1) 

где компоненты высокочастотного электрического 
поля  0 , , ,x y z tE ,  ( ) , , ,c

k x y z tE  и  ( ) , , ,s
k x y z tE  

являются "медленными" функциями времени, а 
k  — "быстрыми" и "далеко разнесенными" час-

тотами. В результате разбиения движения заря-
женной частицы на "медленную" и "быструю" 
часть получаем, что "медленное" движение опи-
сывается уравнениями движения заряженной час-

тицы в электрическом поле с потенциалом 
   0 , , , , , ,U x y z t U x y z t , где  0 , , ,U x y z t  — это 

"медленный" электрический потенциал, соответ-
ствующий низкочастотной компоненте электриче-
ского поля  0 , , ,x y z tE , а  , , ,U x y z t  — это "мед-
ленный" эффективный потенциал, который выра-
жается через "медленные" амплитуды быстрых 
гармоник электрического поля, как  

 , , ,U x y z t  =  

=     2 2( ) ( ), , , , , ,c s
k kq x y z t x y z t  E E  

  124 km 
                                                         (2) 

(подробности выкладок см. в [2]). Существенно, 
что для таких высокочастотных электрических по-
лей псевдопотенциал  , , ,U x y z t  оказывается за-
висимым от времени, тогда как в предыдущем 
случае он был строго стационарной функцией от 
координат. 

Важным частным случаем высокочастотных 
электрических полей с меняющимся во времени 
псевдопотенциалом  , , ,U x y z t  являются высоко-
частотные электрические поля с архимедовыми 
свойствами, характеризующиеся чередующимися 
масимумами и минимумами псевдопотенциала, 
перемещающимися вдоль оси устройства (причем 
обычно псевдопотенциал на оси устройства пред-
ставляет собой бегущую волну вида 
   U z f z L t T   при надлежащим образом 

выбранной периодической функции  f  ). Для 
таких высокочастотных электрических полей ха-
рактерен захват заряженных частиц в локальные 
области устойчивости, соответствующие локаль-
ным минимумам псевдопотенциала, и принуди-
тельное перемещение сформировавшихся пакетов 
заряженных частиц вдоль оси устройства в соот-
ветствии с перемещением минимумов псевдопо-
тенциала. Данный эффект аналогичен работе ар-
химедова винта в механике, чем и обусловлено на-
звание, выбранное для высокочастотных электри-
ческих полей с указанными свойствами.  

Частный пример транспортирующего устрой-
ства для заряженных частиц (ion guide), работа ко-
торого основана на высокочастотных электриче-
ских полях с архимедовыми свойствами, приво-
дится в [1]. Наиболее интересное свойство указан-
ного устройства состоит в том, что оно способно 
преобразовывать эффективно и без потерь заря-
женных частиц непрерывный пучок заряженных 
частиц в последовательность пространственно се-
парированных пакетов заряженных частиц, сгущая 
частицы в окрестностях определенных точек и 
разрежая пучок до полной прозрачности в осталь-
ных точках. Указанные пакеты транспортируются 
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вдоль оси устройства в соответствии с контроли-
руемым электроникой законом от времени, в ре-
зультате чего на выходе указанного устройства в 
строго обозначенные моменты времени возникают 
импульсы заряженных частиц. Более подробно 
практические классы масс-спектрометрических 
устройств, которые могут быть созданы на основе 
высокочастотных электрических полей, характе-
ризуемых меняющимся во времени псевдопотен-
циалом, рассмотрены в [4]. 

2. КОНТРПРИМЕР, "ОПРОВЕРГАЮЩИЙ" 
КОРРЕКТНОСТЬ ФОРМУЛЫ  

ДЛЯ МЕДЛЕННОМЕНЯЮЩЕГОСЯ 
ПОТЕНЦИАЛА 

В качестве частного примера рассмотрим су-
перпозицию осесимметричных электрических по-
лей, имеющих осевое распределение 

   0 coscU z U z L  и    0 sinsU z U z L  соот-
ветственно, где z  — это координата вдоль оси 
устройства. Трехмерные электрические потенциа-
лы, соответствующие данным осевым распределе-
ниям, имеют вид        0, coscU z r U z L F r L   и 

       0, sinsU z r U z L F r L  , где 2 2r x y  , 
а  F r  представляется в виде сходящегося беско-
нечного ряда   2 41 4 64F r r r     

6 82304 147456r r    или же в виде интеграла  

        
0

1 2 exp cos exp cos dF r r r


       ,  

совпадающего с модифицированной функцией 
Бесселя нулевого порядка  0I r .  

Пусть потенциал  cU  модулирован во времени, 
как    , sin coscU z r t t   , а потенциал  sU , как 

   , cos cossU z r t t   . На оси 0r   радиальные 
компоненты электрического поля обращаются в 
ноль:  ( ) 0cc

rE U r     и  ( ) 0ss
rE U r    , а 

осевые компоненты электрического поля равны 
( )c
zE  =  cU z   =    0 sin sin cosU L z L t t    и 
( )s
zE  =  sU z   =    0 cos cos cosU L z L t t   . 

В результате суммарное электрическое поле на 
оси 0r   ведет себя, как zE  = 
=    0 cos cosU L z L t t   , поэтому в соответ-
ствии с формулами (1) и (2) псевдопотенциал U  
на оси устройства ведет себя, как 
     2 2 2 2

0 4 cosU z qU mL z L t   , т. е. пред-
ставляет собой бегущую волну. 

Пусть потенциал  cU  модулирован во времени, 
как         , sin sincU z r a t b t       , а по-

тенциал  sU , как      , cossU z r c t     

  cosd t   . Радиальная компонента суммар-
ного электрического поля на оси равна нулю, а 
осевая компонента ведет себя, как  

zE  =      0 cos cosU L c z L t    – 
     0 sin sinU L a z L t     + 
     0 cos cosU L d z L t     – 
     0 sin sinU L b z L t    .  

В соответствии с формулами (1) и (2) псевдо-
потенциал указанного высокочастотного электри-
ческого поля должен вычисляться, как 

      2 22 2
0 cos 4q U L c z L m    + 

+       2 22 2
0 sin 4q U L a z L m    + 

+       2 22 2
0 cos 4q U L d z L m    + 

+       2 22 2
0 sin 4q U L b z L m   .  

В частности, при 1 2a   , 1 2b   , 1 2c   , 
1 2d    псевдопотенциал должен быть равен 

      2 22 2
0 16 1 1qU mL       . Что не со-

ответствует полученному ранее результату, по-
скольку при таком выборе констант a , b , c  и d  
модулирование во времени потенциалов  cU  и 

 sU  тождественно совпадает с предыдущим слу-
чаем.  

Причина, естественно, состоит в том, что не 
выполнены базовые предположения, при которых 
из представления высокочастотного электрическо-
го поля в форме (1) была получена формула (2) 
для псевдопотенциала. Если частота   "медлен-
ная" по сравнению с "быстрой" частотой  , тогда 
частоты     и     будут "быстрыми", но 
не будут "далеко разнесенными", и поэтому вто-
рой вариант формулы для псевдопотенциала будет 
неверен. Если частота   тоже будет "быстрой", то 
частоты     и     будут и "быстрыми", и 
"далеко разнесенными", однако в этом случае уже 
функция  cos z L t  не может рассматриваться 
как "медленная", и поэтому первый вариант фор-
мулы для псевдопотенциала будет неверен. Нако-
нец, если "быстрая" частота   будет сравнима с 
"быстрой" частотой  , то неверны обе формулы 
для псевдопотенциала, поскольку частота     
в этом случае не может рассматриваться как "бы-
страя" и перед вычислением псевдопотенциала из 
представления высокочастотного электрического 
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поля надо выделить низкочастотную составляю-
щую. Наконец, для переходных случаев формула 
(2), которая требует, чтобы в формуле (1) "быст-
рые" и "медленные" времена были четко разнесе-
ны, вряд ли вообще способна дать результат, с 
приемлемой точностью описывающий истинное 
движение заряженной частицы в высокочастотном 
электрическом поле. 

3. АНАЛИЗ ПРИЧИН ВАЖНОСТИ УСЛОВИЯ, 
ЧТОБЫ ВСЕ БАЗОВЫЕ ЧАСТОТЫ БЫЛИ 

"ДАЛЕКО РАЗНЕСЕННЫМИ" 

Интересным вопросом является, на каком 
именно этапе при выводе в [2] формулы для мед-
ленноменяющегося потенциала было использова-
но условие, что частоты k  — это "далеко разне-
сенные" частоты? Вопрос не праздный, поскольку 
с формальной точки зрения указанная гамильто-
нова замена переменных будет работать независи-
мо от того, являются ли разности частот k  "дале-
ко разнесенными". Тем более что результирующая 
формула для эффективного потенциала содержит 
знаменатели вида 21 k  (и, следовательно, частоты 

k  обязаны быть "быстрыми" для сходимости ря-
да для псевдопотенциала), но в ней отсутствуют 
члены вида  21 m n  , порождающие избыточ-
но большие поправки и вызывающие расходи-
мость начальных членов ряда для псевдопотен-
циала, если частоты k  "близки". С другой сторо-
ны, пример из раздела 2 показывает, что суперпо-
зиция чисто гармонических электрических напря-
жений, характеризуемых незначительно отличаю-
щимися частотами, обеспечивает архимедов эф-
фект (волну псевдопотенциала, двигающуюся 
вдоль оси устройства), тогда как формальное ис-
пользование формулы для псевдопотенциала для 
этих напряжений никакой бегущей волны отнюдь 
не предсказывает. 

Ключевыми моментами являются два пункта. 
Во-первых, производящая функция bS  для замены 
переменных во втором порядке, полученная в [2], 
содержит члены вида  ( , )

, cosi j
v b i jS t    и 

 ( , )
, sini j

w b i jS t   . Это означает, что хотя при 
"близких" частотах гамильтоновы уравнения, за-
писанные в новых переменных, и остаются спра-
ведливыми и взаимно обратимыми относительно 
исходных уравнений, но сами новые переменные 
уже нельзя трактовать как результат усреднения 
точных решений уравнений движения, соответст-
вующих движению заряженных частиц в высоко-
частотном электрическом поле. То есть при пере-
ходе от новых переменных к усредненным старым 

переменным необходимо заодно учесть и соответ-
ствующие поправки для координат и импульсов 
вида    cos i j t   и    sin i j t  , ре-
зультат усреднения которых по "быстрым" осцил-
ляциям в случае    mini j k     не может 
рассматриваться, как равный нулю. Во-вторых, 
достаточно вспомнить, что выражения в [2] для 

( , )
,

i j
v bS t  и ( , )

,
i j
w bS  содержат множители вида 

    2 2 24i j i j i jm       , вызывающие рас-
ходимость не в самом псевдопотенциале, но в за-
мене переменных, которая к нему приводит.  

В результате для применимости значения псев-
допотенциала, вычисляемого по выведенной здесь 
формуле, для реального описания движения заря-
женных частиц в "быстро-медленных" высокочас-
тотных электрических полях, необходимо предва-
рительно аккуратно свести высокочастотные элек-
трические поля к каноническому представлению 

   
    

0

( ) ( )

, ,

, cos , sin ,c s
k k k k

t t

t t t t  

 

 
E x E x

E x E x
 

где частоты k  не только "быстрые", но и "далеко 
разнесенные". В противном случае неизбежны 
ошибки: вычисленное движение заряженных час-
тиц и истинное движение заряженных частиц бу-
дут сильно отличаться друг от друга.  

4. ПРОЦЕДУРА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЕДИНОГО 
НАБОРА "ДАЛЕКО РАЗНЕСЕННЫХ" БАЗОВЫХ 

ЧАСТОТ ПРИ НАЛИЧИИ СОВОКУПНОСТИ 
НЕЗАВИСИМЫХ ВЫСОКОЧАСТОТНЫХ 

СИГНАЛОВ 

Как показано в разделе 2 данной работы,  при 
представлении временнх сигналов, описываю-
щих закон изменения во времени напряжений, 
приложенных к электродам устройства, в форме 

       ( ) ( ) ( )
0 cos sinj j j

j k k k kf t A t A t t B t t    , 
где  ( )j

kA t  и  ( )j
kB t  — "медленные" функции, а 

k  — фиксированный набор "быстрых" и "далеко 
разнесенных" частот, крайне существенно, чтобы 
набор частот k  был одним и тем же для всей со-
вокупности сигналов. В частности, если частоты 

k , использованные для разных сигналов, будут 
слегка отличаться (оставаясь при этом "далеко 
разнесенными" в пределах одного сигнала), это 
может привести к ошибочному представлению 
псевдопотенциала суммарного высокочастотного 
электрического поля, как это показано на примере 
в разделе 2. 
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В работе [3] было показано, что для представ-
ления временнóго сигнала  f t  в канонической 
форме 

        0 cos sink k k kf t A t A t t B t t    ,    (3) 

где  kA t  и  kB t  — "медленные" функции, а 

k  — "быстрые" и "далеко разнесенные" частоты, 
необходимо и достаточно, чтобы спектр сигнала 
распадался на совокупность достаточно узких от-
резков, достаточно далеко разнесенных друг от 
друга. При построении представления сигнала 
 f t  в форме (3) в качестве частот k  можно вы-

брать середины соответствующих узких отрезков, 
а функции  kA t  и  kB t  однозначно определя-
ются поведением спектральной функции  F   на 
соответствующем узком отрезке спектра (точнее, 

 kA t  и  kB t  — это вещественная и мнимая час-
ти комплекснозначного сигнала, спектром которо-
го является спектральная функция  F  , взятая 
на соответствующем узком отрезке спектра, после 
сдвига указанного отрезка с центром в точке 

k   к началу координат 0  ). 
Однако выбор узких спектральных отрезков, 

вне которых спектр сигнала предполагается рав-
ным нулю, — достаточно произвольная процеду-
ра. В частности, достаточно дополнить данный от-
резок справа и/или слева куском оси частот, на ко-
торой спектр  F   тождественно равен нулю, 
чтобы центр отрезка k  изменился и соответст-
венно изменилось представление сигнала  f t  в 
форме (3). Для того, чтобы избавиться от неодно-
значности при определении "быстрых" частот k , 
в [3] предложено вычислять k , как средневзве-
шенную величину по формуле 

   2 2
d dk F F        , где интегрирова-

ние выполняется по соответствующему узкому от-
резку частот. Легко показать, что такая процедура 
определения частоты k  приводит к одному и то-
му же значению, если расширить узкий отрезок 
частот, положив спектр  F   равным нулю на 
добавленном интервале.  

Однако если речь идет не об одном сигнале 
 f t , а о совокупности сигналов  jf t , то с по-

мощью данного способа легко получить такие на-
боры частот kj , среди которых окажутся близкие 
быстрые частоты. Наиболее простой способ — 
отобрать "близкие" частоты kj  в отдельную 
группу и определить для них единую частоту k , 

как среднее арифметическое  1k kjN   , где 
суммирование, естественно, производится только 
по частотам, попавшим в данную группу "близо-
сти". Для перехода от "слегка различающихся" 
частот kj k kj     к единой частоте k  не требу-
ется снова выполнять частотный анализ, доста-
точно простейшего тригонометрического преобра-
зования:  

    ( ) cosj
k k kjA t t   +     ( ) sinj

k k kjB t t   =  

=  ( ) cos cosj
k kj kA t t t   –  ( ) sin sinj

k kj kA t t t   +  
+  ( ) cos sinj

k kj kB t t t   +  ( ) sin cosj
k kj kB t t t   =  

=     ( ) ( )cos cos sinj j
k k kj k kjt A t t B t t    +  

+     ( ) ( )sin cos sinj j
k k kj k kjt B t t A t t   .  

В скобках полученного выражения стоят моди-
фицированные "медленные" функции  

     ( ) ( ) ( )cos sinj j j
k k kj k kjA t A t t B t t    и 

     ( ) ( ) ( )cos sinj j j
k k kj k kjB t B t t A t t   ,  

которые и должны использоваться для вычисления 
канонического представления для высокочастот-
ного электрического поля, подставляемого в фор-
мулу для псевдопотенциала для получения пра-
вильного результата (конечно, если единые для 
всей совокупности сигналов  jf t  базовые часто-
ты k  будут не только "быстрыми", но и "далеко 
разнесенными", а соответствующие функции ( )j

kA  
и ( )j

kB  будут "медленными"). 

5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПСЕВДОПОТЕНЦИАЛА  
В СЛУЧАЕ НЕВОЗМОЖНОСТИ 

КАНОНИЧЕСКОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ВРЕМЕННХ СИГНАЛОВ 

Если спектр или спектры временнх сигналов 
 jf t  не являются почти линейчатыми, т. е. пред-

ставимыми в виде совокупности узких и далеко 
разнесенных частотных отрезков, вне которых 
спектр сигнала считается равным нулю, то указан-
ные сигналы не могут быть приведены к канони-
ческому виду  

        ( ) ( ) ( )
0 cos sinj j j

j k k k kf t A t A t t B t t    , 

где  ( )j
kA t  и  ( )j

kB t  — "медленные" функции, а 

k  — фиксированный набор "быстрых" и "далеко 
разнесенных" частот. В частности, это возможно, 
если спектры отдельных сигналов  jf t  перекры-



А. С. БЕРДНИКОВ  

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2011, том 21, № 3 

110

ваются настолько плотно, что невозможно вы-
брать единую для всех сигналов систему "быст-
рых" и "далеко удаленных" друг от друга частот 

k . В этом случае изложенная выше теория мед-
ленноменяющегося псевдопотенциала оказывается 
неприменима. Однако это не означает, что невоз-
можно предложить модифицированное выражение 
для псевдопотенциала, которое окажется пригод-
ным для приближенного описания движения за-
ряженных частиц в таком высокочастотном элек-
трическом поле. Более аккуратное усреднение 
уравнений движения, чем то, которое приведено в 
[2], может привести к успеху и обобщить понятие 
псевдопотенциала на расширенный класс вре-
меннх сигналов.  

Например, может оказаться полезным числен-
ное исследование движения заряженных частиц в 
указанном высокочастотном электрическом поле и 
анализ получаемого усредненного движения. Та-
ким образом возможно восстановить правые части 
дифференциальных уравнений для усредненного 
движения заряженной частицы, проверить их "по-
тенциальность" и, если возможно, восстановить 
численно значение псевдопотенциала. Определе-
ние псевдопотенциала как виртуальной функции, 
описывающей усредненное движение заряженной 
частицы в соответствующем высокочастотном 
электрическом поле, является определяющим по 
сравнению с конкретными арифметическими вы-
ражениями, приведенными выше. Эта увлекатель-
ная задача еще ждет своих исследователей. 

6. ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ ФОРМУЛЫ  
ДЛЯ ПСЕВДОПОТЕНЦИАЛА  

К НЕОДНОЗНАЧНОСТИ ЗАДАНИЯ НАБОРА 
БАЗОВЫХ ЧАСТОТ 

Интересной задачей, непосредственно следую-
щей из содержания раздела 4 данной работы, яв-
ляется задача о чувствительности значения псев-
допотенциала к выбору "быстрых" частот k . Рас-
смотрим, например, что произойдет при переходе 
от частот k  к слегка сдвинутым частотам 

k k k    . 
Пересчет высокочастотного электрического 

поля, представленного как (1), к новому представ-
лению, потребует лишь уже знакомых нам эле-
ментарных тригонометрических преобразований: 

    ( ) , cosc
k k kt t   E x  +  

     +     ( ) , sins
k k kt t   E x  =  

=  ( ) , cos cosc
k k kt t t   E x  +  

+  ( ) , sin sinc
k k kt t t E x  +  ( ) , cos sins

k k kt t t E x  –  
–  ( ) , sin coss

k k kt t t   E x  =  

=     ( ) ( )cos , cos , sinc s
k k k k kt t t t t    E x E x  +  

     +     ( ) ( )sin , cos , sins c
k k k k kt t t t t    E x E x .  

В круглых скобках полученного выражения стоят 
модифицированные "медленные" функции 

     ( ) ( ) ( ), , cos , sinc c s
k k k k kt t t t t  E x E x E x  и 
     ( ) ( ) ( ), , cos , sins s c

k k k k kt t t t t  E x E x E x , опи-
сывающие поведение высокочастотного электри-
ческого поля. Легко видеть, что эти функции мо-
гут существенно отличаться от предыдущего ва-
рианта. 

Однако с точки зрения вычисления эффектив-
ного потенциала это расхождение между новым и 
старым представлениями при переходе к сдвину-
тым центральным частотам не очень существенно. 
Действительно,  

 
2( ) ,c

k t E x    2( ) 2, cosc
k kt tE x  +  

+   2( ) 2, sins
k kt tE x  –    ( ) ( ), , sin 2с s

k k kt t t E x E x   
и  

 
2( ) ,s

k tE x  =   2( ) 2, coss
k kt tE x  +  

+   2( ) 2, sinc
k kt tE x  +    ( ) ( ), , sin 2с s

k k kt t t E x E x .  

Поэтому значение эффективного потенциала 
 , , ,U x y z t , выраженное через новое канониче-

ское представление электрического поля, будет 
равно  

 , , ,U x y z t  =  

=       2 2( ) ( ) 2, , 4c s
k k kq t t m E x E x   =  

=       2 2( ) ( ) 2, , 4c s
k k kq t t m E x E x .  

Это значит, что значение псевдопотенциала в от-
личие от канонического представления высоко-
частотного электрического поля не слишком силь-
но меняется при переходе к сдвинутым базовым 
частотам k k k    : числители остаются неиз-
менными, а для знаменателей выполнено соотно-
шение      2 2 21 1 1k k k k       в силу 
предполагаемого условия k k  . В силу этих же 
соображений неоднозначность выбора поправки 

k  для центральной частоты k , рассмотренная в 
разделе 4, меняет представление временнóго сиг-
нала  f t  в виде канонической тригонометриче-
ской суммы (3), но практически не меняет значе-
ния медленно меняющегося во времени эффектив-
ного потенциала, вычисляемого на основе полу-
ченной тригонометрической суммы.  
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