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В  ПОЛЕ  ПЕРВИЧНЫХ  ПЛОСКИХ  ВОЛН 
 

Получены общие выражения для сил радиационного давления на произвольные включения в поле плоской 
бегущей и стоячей волн в идеальной жидкости. Включения характеризуются амплитудой рассеяния. Полу-
ченные в общем виде  выражения детализированы для ряда интересных частных случаев. Продемонстриро-
вано, что полученные ранее формулы являются частным случаем этих выражений. Показана необходимость 
учета действительных и мнимых компонент амплитуды рассеяния. Приведены расчеты для конкретных слу-
чаев. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Использование ультразвука получило широкое 
применение в интересах решения современных 
научных и прикладных проблем. Одним из важ-
ных аспектов применения ультразвука является 
его использование в вопросах акустического рас-
слоения, где существенную роль играют радиаци-
онные силы, приводящие к смещению частиц, 
взвешенных в среде [1–5 и др.]. Вопросам расчета 
радиационных сил на частицы, помещенные в по-
ле звуковой волны в идеальной и неидеальной 
жидкостях, посвящен достаточно обширный круг 
работ. Сошлемся лишь на некоторые из них [6–
13]. Как правило, рассматривается действие ра-
диационных сил на единичные мелкие частицы с 
размерами, много меньшими длины волны. В ра-
ботах [8, 12, 13] рассматриваются силы радиаци-
онного давления, действующие на сферически 
симметричные рассеиватели произвольных разме-
ров. В работе [11] рассматривается продольная си-
ла, действующая на длинный цилиндр малого 
диаметра, ориентированный параллельно фронту 
падающей волны. Однако в ряде случаев вследст-
вие таких процессов, как агглютинация, необхо-
димо рассматривать воздействие радиационного 
давления на произвольно ориентированные конг-
ломераты связанных между собой частиц, сум-
марный размер которых может быть сравним или 
больше длины волны, а совокупная форма не об-
ладает сферической либо цилиндрической сим-
метрией [14]. 

Из всех типов волн, для которых изучается ра-
диационное давление, повышенное внимание уде-
ляется плоским бегущей и стоячей волнам. Связа-

но это не только со сравнительной простотой за-
дачи, но и с важностью этих типов падающего по-
ля. Многие типы волн, такие как сферическая, ци-
линдрическая, гауссов пучок и т. д., в волновой 
зоне становятся по фронту близкими к плоским. 
Поэтому важно правильно рассчитывать радиаци-
онное давление в плоской бегущей и стоячей вол-
нах, в том числе и на сложных включениях с за-
данной амплитудой рассеяния. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В настоящей статье, являющейся обобщением 
работы [15], рассматриваются силы радиационно-
го давления для идеальной жидкости в поле бегу-
щей и стоячей плоских волн, действующие на 
конгломераты идентичных, соединенных друг с 
другом малых по сравнению с длиной волны сфе-
рически симметричных частиц. Все компоненты 
сил радиационного давления рассчитываются че-
рез совокупную амплитуду рассеяния конгломера-
та частиц. Для этого вначале задача решается для 
включения с амплитудой рассеяния, заданной в 
общем виде, затем приводятся компактные выра-
жения для сферически симметричных включений 
и, наконец, получаются выражения для радиаци-
онного давления, действующего на конгломераты 
одинаковых сферических частиц. 

РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ 

Рассмотрим однородную среду, заполненную 
идеальной жидкостью с плотностью   и скоро-
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стью звука c . Пусть далее в начале координат на-
ходится включение, заданное амплитудой рассея-
ния ( , )f   . Рассмотрим гармонические акустиче-
ские волны с фактором i te  , далее опускаемым. 
Поле акустического давления состоит из суммы 
произвольной падающей и рассеянной волн 

inc sp p p  . Поле рассеяния в волновой зоне свя-
зано с амплитудой рассеяния и определяется вы-
ражением 

 ,
( , , ) ikr

s

f
p r e

r
 

   .                (1) 

Здесь  ,f    — амплитуда рассеяния в произ-
вольном падающем поле; ( , , )r    — сферические 
координаты точки наблюдения; рассеиватель на-
ходится в начале координат.  

Сила радиационного давления в случае произ-
вольного падающего поля в квадратичном при-
ближении может быть представлена в виде суммы 
двух отличных от нуля слагаемых: перекрестного 
слагаемого с входящими в него первичным и рас-
сеянным полями, а также слагаемого, квадратич-
ного по рассеянному полю [9]. Рассмотрим вклад 
обоих слагаемых. Перекрестное слагаемое (индекс 
is ) определяется выражением [9, 10] 
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а слагаемое, квадратичное по рассеянному полю 
(индекс ss ) легко может быть выражено в терми-
нах амплитуды рассеяния в волновой зоне из вы-
ражений работы [9]  
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Здесь iv ,   — компоненты колебательной скоро-
сти и ее потенциал; cos i  — направляющий коси-
нус радиус-вектора точки на сфере относительно 
i -й оси координат 1cos sin cos   , 2cos   

sin sin  , 3cos cos   ( 1i   — x -координата, 
2i   — y -координата, 3i   — z -координата). 
Выражение для квадратичной составляющей в 

форме (3) является следствием неизменности им-
пульса в любом объеме идеальной жидкости, не 
включающем рассеиватель. Это позволяет отнести 
поверхность интегрирования бесконечно далеко от 

рассеивателя, находящегося внутри этой поверх-
ности интегрирования. 

Как видно, квадратичная составляющая силы 
(3) связана с амплитудой рассеяния. Свяжем и вы-
ражение для перекрестной составляющей (2) с ам-
плитудой рассеяния включения. Для этого рас-
смотрим разложение произвольной амплитуды 
рассеяния ( , )f    в ряд по сферическим функци-
ям [16] 
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где коэффициенты равны 
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Здесь 0m  — символ Кронекера. 
Известно [17], что вне рассеивателя совершен-

но идентичное поле может быть создано системой 
мультиполей, сосредоточенных в одной точке 
внутри рассеивателя. Свяжем эту систему мульти-
полей с амплитудой рассеяния. Для этого будем 
почленно дифференцировать тождество 
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с помощью оператора D    
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; i  — 

натуральные числа; 2 2 2r x y z   . Из урав-
нения (5) в результате имеем 
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Здесь      31 2( ) ( ) ( ) ( )x y z       x  — мульти-
поль порядка   [17], сосредоточенный в начале 

координат. В получившемся решении 
4

ikreD
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будем удерживать только слагаемые с порядком 
не выше 1( )O r . Тогда, очевидно, дифференциро-
вать нужно только числитель. Введем обозначение  
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Здесь  , ,r    — сферические координаты точки 
наблюдения. Таким образом, мультиполь из (6) 
создает дальнее поле с амплитудой рассеяния 
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Если теперь в (4) учесть соотношение между 
присоединенными функциями Лежандра и поли-
номами Лежандра [16] 
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а также воспользоваться разложением тригоно-
метрических функций sin m , cos m  кратных ар-
гументов через различные степени функций одно-
кратного аргумента, то легко видеть, что амплиту-
да рассеяния (4) может быть представлена в виде 
суммы (бесконечной в общем случае) взвешенных 
амплитуд рассеяния вида (8) 
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а это означает, что поле (1) формируется системой 
мультиполей 
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Правомерность замены реального рассеивателя 
эквивалентной системой мультиполей определяет-
ся тем, что интеграл по поверхности, внутри кото-
рой находится реальный рассеиватель, опреде-
ляющий перекрестную составляющую радиацион-
ного давления, совершенно идентичен для поля 
реального рассеивателя и для поля эквивалентной 
системы мультиполей. Этот интеграл для системы 
мультиполей сводится к объемному интегралу (2), 
который тем самым и определяет искомую состав-
ляющую радиационного давления. 

Проанализируем перекрестную составляющую 
(2). Во-первых, при зависимости i -й составляющей 
скорости первичной волны только от одной пере-
менной, как в случае плоской стоячей или бегущей 
волны, отлична от нуля только продольная состав-
ляющая ( 3i  ) радиационного давления в (2).  

Далее, согласно (9), (10), имеем 
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откуда из свойств интегрирования производных 
 -функций следует, что существенными при ин-
тегрировании в (2) будут только такие  -
образные источники справа в (11), в которых от-
сутствуют производные  -функций по координа-
там, отличным от i -й координаты. Это означает, 
что при вычислении (2) в случае бегущей или 
стоячей волны, перпендикулярной, например, оси 
z  достаточно вычислять в (4) только коэффициен-
ты 0

lA , т. е. существенными будут только члены 
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l
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  из разложения (4) функции 

( , )f   . Как видно из (6), (8), этому ряду соответ-
ствует система мультиполей 
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/zD z   ;  / 2l  — целая часть / 2l .  
Для получения конкретных выражений для бе-

гущей и стоячей плоских волн примем следующие 
условия: 0

ikz
incp p e  — для бегущей волны и 
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жение (1) будем писать в виде 
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подразумевающем, что  ,f    — соответствую-
щая амплитуда рассеяния при 0 1p  . Выражение 
(3) в этом случае принимает вид 
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После подстановки (12) в (2) имеем для бегу-
щей волны 
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следующее из разложения полиномов Лежандра в 
ряд и их свойства (1) 1lP  , 0,1,2,...l   Тогда (15) 
упрощается 

( ) 0

0

4 Im
is

z l
l

F E A
k
 



  .                        (16) 

Для стоячей плоской волны имеем 

 

   

( )

/ 2

0 0

2
20 2

0

4

(2 2 )!( 1)
2 !( )!( 2 )!

1Re sin .

is
z st

l
l n

l
l n

l n
i l n

l z z

F E
k

l n
n l n l n

A e D k z h
k








 


 



  

     
          

 

    (17) 

Здесь 
2

0
2

st
pE
c

  — средняя плотность энергии в 

стоячей волне. 
Таким образом, получены формулы для пере-

крестной составляющей сил радиационного дав-
ления для бегущей (выражение (16)) и стоячей 
(выражение (17)) плоских волн, выраженные через 
зональные коэффициенты разложения соответст-
вующих амплитуд рассеяния в ряд (4) по сфериче-
ским функциям. Для квадратичных составляющих 
в обоих случаях справедлива формула (14).  

Отметим, что в каждом рассматриваемом слу-
чае первичного поля фигурирующие в (14) и (16) 
для бегущей волны и в (14) и (17) для стоячей 
волны следует различать амплитуды рассеяния 

( , )f    из (13), т. к. поле рассеяния зависит от 
первичного поля. 

Детализируем полученные выражения 
Случай плоской бегущей волны 
В работе [9] предложено выражение для сум-

марного радиационного давления, справедливое 
только в случае падающей плоской бегущей вол-
ны. В случае падающей волны вида 0( ) ikz

incp p ex  

это выражение вновь в терминах амплитуды рас-
сеяния имеет вид 

 
2

2

0 0

( , ) 1 cos sin d d , 1,3.zF E f i
 

             (18) 

Здесь ( , )f    — амплитуда рассеяния включения 
в поле плоской волны ( ) ikz

incp ex . Докажем, что 

сумма    is ss
z zF F  из (16) и (14) соответственно 

совпадает с выражением (18). Для этого, очевидно, 
нужно доказать равенство 

2
( ) 20

0 0 0

4 Im ( , ) sin d d ,
is

z l
l

F E A E f
k

 
    





     

или после сокращения 
2

2 0

00 0

4( , ) sin d d Im .l
l

f A
k

  
    





   .        (19) 

Стоящий в (19) слева интеграл равен полному 
поперечному сечению рассеяния включения Q  
[17]. Имеет место следующая оптическая теорема 
[17, с. 69], справедливая в том числе и в системах 
с потерями [18, с. 241]: 

2
2

0 0

4( , ) sin d d Im( ( 0)).Q f f
k

  
          

Учитывая в (4), что (1) 1lP   и (1) 0m
lP   при 

1,2,...m  , получаем для Q   
2

2 0
0

00 0

4( , ) sin d d Im( )l
l

Q f A
k

  
    





     

и, следовательно, подтверждаем справедливость 
равенства (19).  

Как видно, выражение в (16) просто аннулиру-
ется при 0Im( ) 0lA  , 0,1,2,...l   Можно показать, 
по крайней мере для сферически симметричных 
жидких включений без потерь аналогично тому, 
как это проделано в работе [19, с. 224], что спра-
ведливо следующее равенство 

2
0 1(2 1)

2
li

l
eA l

ik

 
  , 0,1,2,...l    

Здесь l  — действительные числа. Отсюда оче-
видно, что в общем случае 0Im( ) 0lA  . 

Из (16) видно, что если по каким-либо сообра-
жениям оставлять в коэффициентах 0

lA  только ре-
альные составляющие (т. е. по умолчанию пола-
гать 0Im( ) 0lA  ), то выражение (16) будет тожде-
ственно равно нулю при любых 0Re( )lA . Вызвано 
это тем, что в случае плоской волны слагаемые, 
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соответствующие 0Re( )lA , 0,1,2,...l  , обнуляют 
само подынтегральное выражение в (2). Ровно это 
и произошло в работе [9], из чего и было сделано 
заключение о непригодности (2) в случае плоской 
бегущей волны. 

Остановимся на анализе квадратичной состав-
ляющей (14) в случае бегущей волны. Как видно 
из сравнения (4а) с (14), компоненты силы  ss

iF  
квадратичной составляющей равны с точностью 
до постоянных множителей коэффициентам 0

1A  
( 3i  ), 1

1A  ( 1i  ), и 1
1B  ( 2i  ) из разложения (4) 

для функции 2( , )f   . Следовательно, в общем 
случае ( , )f    x  и y  компоненты квадратичной 
составляющей силы не равны нулю в отличие от 
перекрестной составляющей. Очевидно, что по-
следние рассуждения в полной мере касаются и 
случая стоячей первичной волны.  

Наконец, в случае азимутальной симметрии 
амплитуды рассеяния ( , ) ( )f f    с коэффици-
ентами в разложении (4) 0

l lA A , 
( 0,   0,   1,2,...m m

l lA B m   ) для случая плоской 
бегущей волны прямыми вычислениями легко по-
лучить формулу 

  ( )

12
0

2( 1)4 Re
4 8 3

ss
z l l

l

lF E A A
l l










 

  .       (20) 

Остальные компоненты в силу симметрии равны 
нулю. Таким образом, полная сила в этом случае 
равна сумме выражений (16) и (20) и направлена 
вдоль распространения волны 

  0
12

0 0

4

2( 1)Im Re .
4 8 3

z

l l l
l l

F E
k

lA k A A
l l



 



 

 

     
      (21)

 

Случай плоской стоячей волны 
Детализируем общие выражения (14) и (17) для 

сил в стоячей волне для случая конгломерата сфе-
рических частиц, образующих единое целое, на-
пример, в процессе агглютинации. Пусть ампли-
туда рассеяния отдельной сферической частицы в 
поле ikze  имеет азимутально-симметричный харак-
тер 0 ( )f  . Выражение для 0 ( )f   имеет вид [20] 

0
0

0

1( ) (2 1) (cos )
2

(cos ).

l l
l

l l
l

f l P
ik

A P

  











  





            (22) 

Здесь l  — постоянные коэффициенты, завися-
щие от частоты и параметров сферического вклю-

чения; (2 1)
2l l
lA
ik


 . Пусть далее 1( , )f    — диа-

грамма направленности дискретной апертуры, 
совпадающей с центрами сцепленных частиц. То-
гда при условии малости вклада многократного 
рассеяния для конгломерата частиц его амплитуда 
рассеяния в поле ikze  равна 0 1( ) ( , )f f   . Очевид-
но, что в поле стоячей волны 

 ( ) ( )
0 02 cos ( )ik z h ik z h

incp p e e p k z h       ампли-
туда рассеяния конгломерата, фигурирующая в 
(13), равна 

    0 0 1( , ) ( , )ikh ikhf e f e f f         .   (23) 

Упростим выражение (17) в частном случае, 
когда функция 1( , )f    удовлетворяет свойству  

1 1( , ) ( , )f f       

(плоскость 0z   является плоскостью симмет-
рии). Из (22), учитывая свойство полиномов Ле-
жандра    cos ( 1) cos( )l

l lP P     , имеем 

 0
0

( 1) (cos )l
l l

l
f A P  





   .              (22а) 

Введем обозначения  0( )f f   , 
 0( )f f     . Тогда (23) перепишется в виде 

     1( , ) ( , )ikh ikhf e f e f f         .     (23а) 

Введем обозначения   1( , ) ( , )F f f      . 
Тогда суммарная амплитуда рассеяния равна 

( , ) ( , ) ( , )ikh ikhf e F e F         . Учитывая 
свойства функций  f  , и 1( , )f   , имеем 

   1 1( , ) ( , )f f f f           . Тогда из (4) 
получаем тождество 0 0( 1)l

l lA A   , 0,1,2,l   где 
0

lA   коэффициенты разложения вида (4) функций 
( , )F   . А учитывая (23а), получаем, что коэф-

фициенты 0
lA  для функции ( , )f    из (4) равны  

0 0
2cos ,   четное,
2 sin ,   нечетное.l l

kh l
A A

i kh l



  

  

Окончательно (17) сводится к виду 

 
 

( )

/ 2
0

0 0

4 sin 2

(2 2 )!Re ( 1) .
2 !( )!( 2 )!

is st
z

l
l n

l l
l n

EF kh
k

l nA
n l n l n




 

 


 

       
 

 

Выражение в фигурных скобках в последнем 
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выражении сворачивается вследствие свойства 
(1) 1:lP   

 /2

0

(2 2 )!( 1) ( 1)
2 !( )!( 2 )!

l
l n l

l
n

l n
n l n l n






  

  . 

Окончательно получаем 

 ( ) 0

0

4 sin 2 ( 1) Re
is st l

z l
l

EF kh A
k
 






  .    (24) 

Напомним, что 0
lA   — зональные коэффициен-

ты в разложении (4) функции ( , )F     
  1( , )f f   . Последнее выражение уже имеет 

классический вид, как для одиночной мелкой час-
тицы [6, 8, 9]. 

Выражение (24) максимально упрощается в 
случае одиночного сферического включения с ам-
плитудой рассеяния (22) с коэффициентами раз-
ложения lA , т. е. в случае 1( , ) 1f    : 

 ( )

0

4 sin 2 ( 1) Re
is st l

z l
l

EF kh A
k
 




  .       (25) 

Прямым вычислением (14) получаем для квад-
ратичной составляющей 

  

( )

12
0

( )

4 sin 2
2( 1) ( 1) Im ,

4 8 3

0, 1,2.

ss
z st

l
l l

l

ss
i

F E kh
l A A

l l

F i









  


 

 

 

  

Окончательное выражение для полной силы в 
этом случае таково 

 

  
0

12
0

4 sin 2
1 ( 1) Re

2( 1) ( 1) Im .
4 8 3

z st

l
l

l

l
l l

l

F E kh

A
k

l A A
l l












  

  


     



                  (26) 

Отметим, что частные выражения для сфериче-
ских включений (21) и (26) совпадают с получен-
ными в работах [12, 13], представленными, правда, 
в других обозначениях. 

В качестве примера расчетов по полученным 
выражениям перепроверим классический случай 
силы радиационного давления на жидкий шарик в 
поле плоской бегущей волны при условии малости 
его волновых размеров 1ka  , где a  — радиус 
шарика. При этих условиях в амплитуде рассеяния 
необходимо удерживать только монопольный и 
дипольный моменты, а сама она обладает азиму-

тальной симметрией: 

0 1( ) cosf A A   .                     (27) 

Пусть 1c  и 1  — скорость и плотность шарика со-
ответственно, 1/n c c  — показатель преломле-
ния, 1 /    — отношение плотности включе-
ния к плотности пространства, 1 1/k c . Пользу-
ясь техникой, изложенной в [19, задача 82], полу-
чаем после несложных вычислений для lA , 

0,1:l   

2 2 3
4 5

0

2 2 5 6
7 8

0 2

2 3
4 5

1

2 5 6
7 8

1 2

( )Re( ) ( ),            
3

( )Im( ) ( );
9

( 1)Re( ) ( ),               
(2 1)

( 1)Im( ) ( ).
3(2 1)

n k aA O k a

n k aA O k a

k aA O k a

k aA O k a













 


 


 




 


    (28) 

Получим из (18) продольное радиационное 
давление zF  для включения с амплитудой рассея-
ния (27), (28) по старой методике ' zF  с помощью 
прямых вычислений, где учитываются только ре-
альные составляющие, и с учетом полученных 
выше соотношений (21), где вычисления произво-
дятся точно '' zF . Окончательно имеем: 

 

'

0 2 0 2 0 0
0 1 0 1

4  
3

3Re( ) Re( ) 2Re( )Re( ) ,

zF E

A A A A


 

        (29) 

''

0 0
0 1 0 0

0 1

 4
Im( ) Im( ) 2 Re( )Re( ) .

3

zF E
A A A A
k k

 

    
 

         (30) 

Сам результат в (29), (30) имеет порядок 
4 6( )O k a , что следует из (28). Анализ (29), (30) с 

учетом (28) показывает, что в рассматриваемом 
примере разность '' '  z zF F  имеет порядок 

'' ' 8 10 ( )z zF F O k a   и оба результата '
zF  и ''

zF  
практически тождественны. Это объясняется ма-
лостью мнимых составляющих по сравнению с 
действительными составляющими в данном рас-
сматриваемом случае (28). В общем случае необ-
ходимо пользоваться точными выражениями (21). 
Отметим кроме того, что '

zF  из (29) совпадает с 
результатами, полученными в [8, 9 и др.]. 
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Подтвердим подмеченный в [10] факт того, что 
если для включения (27) выполняется одно из ра-
венств 0 0A   или 1 0A  , то квадратичная состав-
ляющая радиационного давления равна нулю. Это 
следует непосредственно из (20). 

Далее остановимся на случае стоячей плоской 
волны. Как следует из выражения (23) для вклю-
чений с амплитудой рассеяния вида ( , )f     

( , )f     , выражение (2) аннулирует все сла-
гаемые, содержащие 0Im( )lA , оставляя только сла-
гаемые, содержащие 0Re( )lA . Отсюда следует, что 
перекрестная составляющая радиационного дав-
ления на такое включение в поле стоячей плоской 
волны должна отличаться от аналогичного в бе-
гущей волне пропорционально различиям между 
реальными 0Re( )lA  и мнимыми составляющими 

0Im( )lA . Из (28) сразу следует классический ре-
зультат: для включения (27) соотношение между 
силами имеет порядок 3(( ) )O ka . Отметим, что это 
соотношение в работе [10] также из свойств вклю-
чения было получено иначе. 

ВЫВОДЫ 

Таким образом, в рамках линейной теории рас-
сеяния получены общие выражения, связывающие 
продольные и поперечные составляющие сил ра-
диационного давления с амплитудой рассеяния 
произвольных включений в поле плоской бегущей 
и стоячей волн. Произведена детализация полу-
ченных выражений для различных частных случа-
ев амплитуды рассеяния включения. Эти выраже-
ния включают полученные ранее формулы как ча-
стный случай. 
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RADIATON  PRESSURE  ON  INSERTS   

WITH  THE  GIVEN  SCATTERING  AMPLITUDE   
IN  THE  FIELD  OF  PRIMARY  PLANE  WAVES 
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General expressions for radiation pressure forces on any inserts in the field of plane progressive and plane 

standing waves in an ideal fluid were obtained. Inserts are characterized by scattering amplitude. The obtained 
general expressions were detailed for a number of interesting special cases. It was shown, that the earlier formu-
lae were a special case of these expressions. Necessity for the account of the real and imaginary scattering am-
plitude components was shown. Calculations for specific cases are given. 
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