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СЕТЬ  С  СИММЕТРИЧНОЙ  ФУНКЦИЕЙ  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
НЕЙРОНОВ  НА  ОСНОВЕ  СТАТИСТИК  ВЫСОКОГО  ПОРЯДКА   
ДЛЯ  СНИЖЕНИЯ  ШУМА  НЕСТАЦИОНАРНОГО  СИГНАЛА 

 
Проанализирован метод создания сети с симметричной функцией преобразования нейронов, построенный 
на основе статистик высокого порядка (СВП). Показано, что такая сеть обеспечивает снижение шума неста-
ционарного сигнала. При этом в информационно-измерительной системе хорошо подавляются шумы с рас-
пределением Гаусса и шумы с негауссовым, но симметричным распределением. Показана структура сети на 
основе СВП, сравнение ее с базовой структурой сети с симметричной функцией преобразования нейронов и 
алгоритмом обучения, использующим  критерий МНК. 
 

 
ВВЕДЕНИЕ 

В информационно-измерительных системах 
(ИИС) для улучшения отношения сигнала к шуму 
достаточно часто применяются методы адаптив-
ной фильтрации [1–3], однако использование ли-
нейных фильтров не обеспечивает желаемой эф-
фективности подавления шума для нелинейных 
сигналов. Для таких условий лучшие результаты 
обеспечиваются применением нейронных сетей 
[4–6]. Опыт использования многослойного пер-
септрона показал, что для аппроксимации нели-
нейного сигнала он имеет преимущество по числу 
параметров и сравнительно небольшому количе-
ству обучаемых данных [5, 7]. Однако алгоритм 
обучения персептрона построен на использовании 
нелинейной формы оценки параметров; он имеет 
медленную сходимость, что затрудняет его при-
менение при временнóм дефиците.  Кроме того, 
чтобы исключить получение локального (а не об-
щего) минимума критерия оптимизации, прихо-
дится обучение проводить несколько раз с различ-
ными начальными значениями параметров и вы-
бирать наилучшее значение критерия. Более эф-
фективным является использование сети с сим-
метричной функцией преобразования нейронов 
(СФПН)1), применявшейся для кластеризации, вы-
равнивания каналов связи и снижения шума [9]. 

Следующим этапом развития методов приме-
нения нейронных сетей для подавления шума, со-
путствующего информационно значимому сигна-
лу, является использование статистик высокого 
порядка (СВП)2). Это направление связано с рабо-
                                                                                                                                  
1) Общая методология сетей с СФПН, включая особен-
ности их структуры, рассмотрены в  [8]. 
2) Сравнительно недавно используемые СВП связаны с 
введением распределения группы вероятностных ("слу-
чайных") сигналов, построением их совместной харак-

тами Шалдера, Гианакиса и Ли (Shadler, Giannakis, 
Li  [10]), Мо и Шафея (Mo, Shafai [11]), Никиаса и 
Менделя (Nikias, Mendel [12]). Преимуществом 
СВП является их непропускание (подавление) га-
уссова шума и обнаружение шума, имеющего 
асимметричное или  негауссово распределение. 

Ниже будет проанализирована структура сети  
с СФПН на основе СВП и метод ее использования 
для снижения уровня шума в сигнале, или так на-
зываемого  "усиления" сигнала в смысле повыше-
ния его эффективного отношения сигнал/шум. 
Важным элементом такой сети является опорный 
сигнал, образуемый из наращиваемой задержки 
основного анализируемого сигнала, т. е. из зашум-
ленного информационного сигнала. При этом  не-
пропускание на выход блока, формирующего 
СВП, как гауссова шума, так и симметрично рас-
пределенного негауссова шума, снижает влияние 
этих компонент на кластеризацию, которая входит 
в алгоритм обучения сети при оценке ее весовых 
параметров.  Анализ сети с СФПН на основе СВП 
будет проведен  в три этапа: оценка характерной 
структуры и формализма описания простой сети  
с СФПН; способ образования СВП и структура се-
ти с СФПН, включающая блок формирования 
СВП; алгоритм обучения сети и формирования ве-
сов — свободных параметров сети. 

СФПН ДЛЯ УМЕНЬШЕНИЯ ШУМА В СИГНАЛЕ 

Если измеряемый сигнал d(t) представить как 
сумму информационно-значимого сигнала s(t)  

 
теристической функции и последующим вычислением 
по общему алгоритму формирования хорошо знакомых 
первых двух моментов (статистик) — среднего и дис-
персии. Формализованное описание СВП дано в сле-
дующем разделе. 
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Рис. 1.  Сеть с СФПН  и  элементы алгоритма для снижения шума сигнала. 
Штриховые стрелки символизируют адаптивную подстраиваемость элементов сети 

 
 
 
 

и некоррелированного с ним гауссова шума ns(t): 
d(t) = s(t) + ns(t), то простейшая форма сети с СФПН 
может быть представлена структурой, показанной 
на рис. 1. Опорный сигнал r(t) равен d(t – ∆) и на 
каждый следующий узел входного слоя сети по-
ступает с дополнительной задержкой ∆, где в ка-
честве ∆, глубины предсказания,  принимается ин-
тервал отсчетов (дискретизации) сигнала. Оценка 
ˆ( )s t сигнала s(t) получается в этой структуре по 
логике адаптивной фильтрации [1]. 

Для сети с N0 узлами входного слоя, N1 узлами 
скрытого слоя и с одним выходным узлом (с ли-
нейной ФПН) на выходе сети оценка ˆ( )s t опреде-
ляется соотношением 

Tˆ( ) ( ) ( )s t t= δ w t

[ ( ), ( ),..., ( )]Nδ t δ t δ t=

,                             (1) 

где w(t) — вектор связи, идущей от узлов скрыто-
го слоя к выходному узлу сети;  

1
— вектор сигналов выхода 

узлов скрытого слоя. Выход k-го скрытого узла 
для сети с СФПН "гауссова типа" определяется 
выражением 

( )t =δ
T

1 2

2

2

|| ( ) ( ) ||( ) exp ,
2 ( )

k
k

t tδ t
tρ

⎛ ⎞−= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r v
             (2) 

где — центр  k-го скрытого узла;  
— входной вектор 

сети; — эвклидова (L

( )k tv ( )t =r
T

0[ ( ), ( 1),..., ( 1) ]r t r t r t N= − − +
|| ||⋅ 2) норма. Величина ρ(t) — 

полуширина (аналог σ) СФПН определяется  сред-
неквадратичным рассеянием входного вектора се-
ти:   

0
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N
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N
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⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟
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где ( )r t  — среднее значение компонент вектора 
( )tr . 
Центры могут быть получены "самоорга-

низующейся процедурой обучения" с помощью  
алгоритма кластеризации по k средним [9]:   

( )k tv

s(t) 

r(t)

ˆ( )s t

ns(t) 

. 

. 

. Нормализованные наименьшие 
средние квадраты 
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где  µv  — скорость обучения для весов сети.  
Поскольку опорный сигнал ( ) содержит шум 

n
tr

s(t), то на центры, полученные по алгоритму k 
средних, тоже влияет ns(t), особенно в случае, ко-
гда отношение сигнал/шум у входного сигнала 
имеет небольшую величину.  

Весовой вектор ( )  при обучении сети адап-
тируется по алгоритму МНК [3], в котором сред-
ний квадрат ошибки  определяется со-
ответствующим критерием. Нормализованный ва-
риант алгоритма МНК выражается соотношением 

tw

ˆ( ) ( )d t s t−

( ) ( )T

( 1)

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( )

t

t t d
t t
µ

+ =

= + ⋅ −
+

w

w

w δ
1 δ δ

t s t        (5) 

где  µw — параметр скорости обучения для векто-
ра весов. 

Однако шум e(t) на выходе сети также корре-
лирован с ns(t), поскольку 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).se t d t s t f t n t s t= − = + − ˆ           (6) 

Поэтому из (6) следует, что в (5) присутствует за-
висимость от ns(t), увеличенная за счет коэффици-
ента µw . Это можно трактовать как возрастание 
шума  градиента, и использование алгоритма МНК 
при низких значениях отношения сигнал/шум ста-
новится неэффективным.   

СЕТЬ С СФПН НА ОСНОВЕ СТАТИСТИК 
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 

Статистики высокого порядка формализованно 
определяются как коэффициенты разложения в 
ряд Тейлора совместной характеристической 
функции произвольного набора вероятностных 
переменных, в том числе — временных отсчетов 
стационарного (по крайней мере локально) слу-
чайного сигнала [12]. Так, для набора переменных 

 их  кумулянта k-го порядка 
( ) определяется соотношением 

1 2{ , ,..., }nz z z

1 2 ... nk k k k= + + +
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где [ ]1 2 1 1 2 2( , ,..., ) E ( ... )n n nj z z zψ ω ω ω ω ω ω≡ ⋅ + + +  — 
характеристическая функция и Е — символ мате-
матического ожидания. Для набора n вероятност-
ных (случайных) стационарных переменных 
{ } 1, 2,...,( )i iz t = n  кросс-кумулянта (C) n-го порядка 
представляется в виде: 

[ ]
1 2

1 2 1
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... ( , ,..., )

. ( ), ( ), ( ),..., ( ) .
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−
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Два основных свойства кросс-кумулянты, кото-
рые существенны для анализа сети с СФПН на ос-
нове СВП, следующие.  

1. Если случайные переменные { } 1, 2,...,( )i i nz t =  
могут быть разделены  на две статистически неза-
висимые группы переменных, то 

1 2
1 2 1... ( , ,..., )

n
nz z zC τ τ τ − =0. 

2. Если набор случайных переменных 
{ } 1, 2,...,( )i iz t = n  соответствует гауссову сигналу, то-
гда все их кросс-кумулянты порядка более чем 2 
равны нулю. 

Поскольку s(t) и ns(t) независимы, то (в предпо-
ложении, что у опорного сигнала r(t) существует  
кумулянта n-го порядка) эта кумулянта может 
быть представлена в виде: 

1 2 1 1 2 1

1 2 1

...

...

...( , ,..., ) ( , ,..., )

( , ,..., ).
s s s

n n

n

r r r

n n n

s s sC C

C

τ τ τ τ τ τ
τ τ τ

− −

−

= +

+         (9) 

Поэтому кумулянты высокого порядка (КВП) 
опорного сигнала будут фактически близки к ку-
мулянтам сигнала s(t). Это и служит основной 
идеей построения структуры сети с СФПН на ос-
нове СВП. Такая структура, включающая куму-
лянты, показана на рис. 2. 

Кумулянты высокого порядка опорного сигна-
ла r(t) используются как вход сети на основе СВП, 
для того чтобы снизить влияние шума ns(t) на кла-
стеризацию, обеспечивающую правильный выбор 
центров СФПН по (4). Выход δk(t) k-го узла скры-
того слоя в такой структуре может быть представ-
лен выражением: 

[ ]

2
...

2

|| ( ) ( ) ||
( ) exp ,

2 ( )
r r r k

k

t t
t

t
δ

ρ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

C v
        (10) 

где полуширина ρ(t)  СФПН определяется средне-
квадратичным рассеянием компонент ана-
логично формуле (3). 

... ( )r r r tC
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Рис. 2.  Схема основной структуры сети с СФПН на основе статистик высокого порядка 
 
 
 
 

АЛГОРИТМ ОБУЧЕНИЯ СЕТИ С СФПН  
НА ОСНОВЕ СТАТИК ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 

В алгоритме обучения анализируемой сети на основе  СВП в качестве критерия (ξ) используется 
среднеквадратичная разность ("ошибка") двух кумулянт высокого порядка — для сигналов d(t) и ˆ( )s t  — 
с целью снизить влияние шума ns(t) на адаптацию весовых параметров сети. Критерий ξ  с использова-
нием приведенных выше определений и обозначений КВП может быть представлен в следующем виде: 
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Соотношение (11) может быть представлено в 
матричной форме в виде  

2

... ...
1 ,
2 r r r d r r rδξ ⎡= −⎣C w C ⎤⎦                       (12) 

где  — матрица размера  и  вектор 
 размера ;  

...r r rδC 1ГN N×

...d r r rC 1ГN × ГN  обозначает число то-
чек в наборе Г. 

Для того чтобы минимизировать критерий ξ, 
используется метод градиентного спуска. Гради-
ент ξ определяется выражением 

T
... ... ... .

( ) r r r d r r r r r rt δ δ
ξ∂ ⎡ ⎤∇ ≡ = − −⎣ ⎦∂w C C C w

w
         (13) 

Общее соотношение, которое отражает алго-
ритм обучения и определяет подстройку — адап-
тацию весов нейронной сети, имеет вид: 

( )( )T
...

( 1) ( ) ( )
1 tr r r r

t t ω

δ

.tµ
+ = − ⋅∇

+
ww w

C
     (14) 

Из выражения (11) следует, что при хорошей 
аппроксимации ˆ( )s t для s(t) критерий обучения ξ 
становится близким к оптимальному  значению. 
Кроме того, (11)  показывает, что влияние ns(t) на 

 может быть ослаблено. Поэтому в алго-
ритме обучения, основанном на статистиках высо-
кого порядка, градиентное усиление шума эффек-
тивно снижается. 

...d r r rC

Полное представление об алгоритме обучения 
сети с СФПН на основе СВП дает формализован-
ная сводка его этапов, которая для большей ком-
пактности (не уменьшая общности) представлена  
в форме, ограниченной статистиками третьего по-
рядка. В сводке приведены обозначения перемен-
ных, правило инициализации статистик (кросс-
кумулянт) и последовательность вычислительных 
процедур. Процедуры включают вычисление ˆ( )s t , 
обновление центров СФПН, оценку кумулят, об-
разование вектора  и матриц  и , а 
также обновление весов нейронной сети.  

d r rC r r rC d r rC

Сводка этапов алгоритма обучения сети  
с СФПН на основе статистик третьего порядка 
Определения:   

0N  — число входных узлов; N1  — число узлов 
скрытого слоя; λ — фактор "забывания"; µw  — 
параметр скорости обучения для весов;  vµ — па-
раметр скорости обучения для центров СФПН; 
w(t) — вектор весов; k — центр k-й СФПН в 
скрытом слое; ρ — полуширина гауссиана СФПН. 

v
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2.1. Обновление центров:  
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2.2. Оценка кумулянт третьего порядка: 
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2.4. Обновление весов:    
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СРАВНЕНИЕ АЛГОРИТМОВ НА ОСНОВЕ СВП  
И НА ОСНОВЕ МНК ДЛЯ СЕТИ С СФПН 

Сравнение показателей функционирования сети 
с СФПН при использовании для обучения  двух 
критериев — критерия на основе статистик высо-
кого порядка и обычно применяемого нормализо-
ванного критерия наименьших квадратов (МНК)  
полезно проследить на сравнительно несложном 
нестационарном сигнале. В качестве него принят 
сигнал электрокардиограммы (ЭКГ), имеющий 
хорошо знакомую форму с квазипериодическим 
чередованием Q-R-S-T-комплексов, с небольшой 
вариацией амплитуд Q-R-S-T-пиков, со спектром в 
пределах 150 Гц, а также с удобным и наглядным 
способом внесения различных уровней зашумлен-
ности.  

Сравнение показателей функционирования 
проводилось на сети (при одинаковых значениях 
параметра µw ), обученной по критерию МНК и 
критерию СВП, включающему статистики 3-го 
порядка (с m1 =10 и m2 =3). При внесении гауссова 
шума и обычном определении отношения сиг-

нал/шум  (ОСШ)3)  алгоритмом на основе СВП 
удается снизить шум в 1.5 раза более, чем с по-
мощью алгоритма на основе МНК, т. е. на 30 и на 
20 дБ соответственно. Кроме того,  алгоритм на 
основе СВП значительно меньше зависит от вели-
чины µw  — параметра скорости обучения. Осо-
бенно значительно преимущество алгоритма на 
основе СВП при очень низких значениях ОСШ. 
Так в диапазоне ОСШ от –10 до –20 дБ СВП обес-
печивают в 3–7 раз более низкую среднеквадра-
тичную ошибку получаемого сигнала на выходе 
сети с СФПН. 

Примерно такое же преимущество алгоритм на 
основе СВП имеет перед алгоритмом с критерием 
МНК для случая, когда сигналу сопутствует не-
стационарный гауссов шум, у которого может со 
временем изменяться как величина, так и текущее 
значение средней частоты. Для низких значений 
ОСШ до –10 дБ алгоритм на СВП (сравнительно  
с МНК) обеспечивает вдвое меньшую среднеквад-
ратичную ошибку сигнала.  

Следует отметить большую вычислительную 
нагрузку, которая требуется для выполнения алго-
ритма  на СВП. Поэтому при не слишком малых 
уровнях ОСШ, где достигаются почти эквивалент-
ные показатели функционирования обоих алго-
ритмов, предпочтение может быть отдано более 

                                                 
3) ОСШ по амплитуде, в децибелах (дБ):   

сигн.
сигн. шум10

шум
где иОСШ 20log дБ, A AA

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  — соответ-

ственно амплитуды сигнала и шума. 
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простому из них, т. е. нормализованному МНК [3].  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Рассмотрен метод применения статистик высо-
кого порядка (СВП), так называемых кумулянт, 
при обучении нейронной сети с симметричной 
функцией преобразования нейронов (сети с 
СФПН) и применение такой сети для увеличения 
информационно-значимого сигнала на основе по-
давления шума, т. е. повышения величины отно-
шения сигнал/шум (ОСШ) в тракте измерительной 
или управляющей системы.  

СВП являются сравнительно новой статистиче-
ской концепцией4), нашедшей применение в об-
ласти обработки сигналов [12, 17]. Развитие 
свойств СВП и методов применения выполнено 
Белоучрани, Мераим и Джеан-Франкоис (Belouch-
rani, Meraim, Jean-Francois) [18],  Инойе и Хирано 
(Inouye, Hirano) [19], Йeyнг и Яау (Yeung, Yau) 
[20], причем в двух последних работах получен 
ряд основополагающих теоретических положений, 
расширяющих возможности  применения СВП для 
анализа смеси сигналов и снижения уровня шума 
у нестационарных сигналов. 

• В статье проанализирован метод создания се-
ти с СФПН, показана ее структура, обеспечиваю-
щая снижение шума нестационарного сигнала, и 
критерий обучения, построенный на основе СВП. 

• Показано формализованное определение СВП 
(совместных кумулянт группы стохастических пе-
ременных), их основные свойства и способ фор-
мирования из временных отсчетов компонент век-
тор-сигнала в ИИС. 

• Приведен алгоритм обучения сети с СФПН 
на основе СВП, где в качестве целевого критерия 
обучения использована среднеквадратичная раз-
ность двух СВП, и дана подробная сводка всех 
вычислительных этапов алгоритма.  

• Дано сравнение показателей функционирова-
ния сети с СФПН при использовании для обучения  
двух критериев — критерия на основе статистик 
высокого порядка и обычно применяемого норма-
лизованного критерия наименьших квадратов 
(МНК). 

• Показано, что  сети с СФПН на основе СВП 
обеспечивают большее снижение компоненты 
шума в информационно-значимом сигнале, и это 
преимущество сети особенно усиливается при 
низкой величине отношения сигнал/шум.   

• С помощью описанной структуры сети с 
СФПН и алгоритма на основе СВП осуществляет-

                                                 
4) Методология СВП  и даже упоминание о них от-
сутствуют в авторитетных монографиях по стати-
стике и теории вероятностей [13–16]. 

ся подавление аддитивного гауссова шума как 
стационарного, так и нестационарного. 
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NETWORK  WITH  SYMMETRICAL  NEURONS  TRANSFORMATION 
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The method for network designing with symmetrical neurons transformation functions (SNTF) based on 
higher-order statistics (HOS) was analyzed. This network was shown to provide noise lowering for un-
stationary signal. In the information-measurement systems noises with Gauss distribution and noises with non-
Gauss but symmetric distribution are well suppressed.  The structure of the network based on HOS is shown, 
and is compared with the network structure (having SNTF) and common learning LMS algorithm. 
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