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УДАЛЕНИЕ  НЕСТАЦИОНАРНОГО  ШУМА  
ИЗ  ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ  ДАННЫХ 

 
В статье приводится двухступенчатый метод очистки данных от шума, дисперсия которого изменяется в 
случайные моменты времени. На первом этапе  на основе предложенного метода кластеризации вейвлет-
коэффициентов, вычисленных по максимально накладывающемуся дискретному вейвлет-преобразованию, 
определяются участки шума с кусочно-постоянной дисперсией. На втором этапе производится расчет моди-
фицированных порогов для каждого участка с последующим пороговым удалением шума. Предлагаемый 
подход по сравнению с традиционными методами очистки от шума, в которых порог рассчитывается по 
всей выборке данных, позволяет значительно эффективнее удалять локальный шум. 
 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Результаты измерений многих физических про-
цессов представляют собой аддитивную смесь 
квазидетерминированного сигнала и нестационар-
ного шума, дисперсия которого изменяется в слу-
чайные моменты времени (гетероскедастический 
шум). В этом случае наиболее эффективным сред-
ством борьбы с шумами является вейвлет-
технология, изначально предназначенная для ис-
следования нестационарных процессов [1, 2].  

В частности, вейвлетные подходы широко ис-
пользуются в задачах непараметрической регрес-
сии для оценивания функции f  на основе наблю-
дений ( )iy t  в дискретные моменты времени it : 

( ) ( ) , 0,1,2,..., 1,i i i iy t f t i Nσ ξ= + = −       (1) 

где ( )if t  — истинное значение сигнала; N  — 
объем выборки; iξ  — шумовая составляющая, 
распределенная по нормальному закону с пара-
метрами iξ ~ ( )0,1Ν ; iσ  — среднеквадратическое 
отклонение (СКО) шума. (В дальнейшем для про-
стоты полагаем it i= ). При этом стандартные ге-
тероскедастические модели описания дисперсии 
погрешности измерений (шума) представляют со-
бой достаточно гладкую и, кроме того, известную 
кривую [3]. 

При использовании вейвлетов пороговое зна-
чение в алгоритмах удаления шума формируется 
на основании оценки СКО, вычисленной по всей 
выборке [1]. Однако это приводит к заметному 
снижению качества очистки на участках, где шум 
значительно отличается по СКО от глобально вы-
численного значения. 

В настоящей работе решается задача удаления 
шума, дисперсия которого изменяется скачком  

в случайные моменты времени, т. е. iσ  — кусоч-
но-постоянная функция: constiσ =  при значениях 
i  из некоторого замкнутого интервала, образую-
щего k-й кластер, 1,2,..., ,k M=  M — число кла-
стеров, M N<< . Для этого в работе предлагается 
двухступенчатый способ очистки от шума, где на 
первом этапе на основе кластеризации (разбиения 
отсчетов на группы с близкими свойствами) вейв-
лет-коэффициенты (ВК) каждого уровня декомпо-
зиции определяют группы данных с постоянной 
дисперсией, а затем на втором этапе производится 
расчет порогов для каждого кластера и пороговое 
удаление шума. При этом используется предло-
женное в [4] максимально накладывающееся дис-
кретное вейвлет-преобразование (МНДВП,   
"maximal overlap discrete wavelet transform"). 

МАКСИМАЛЬНО НАКЛАДЫВАЮЩЕЕСЯ 
ДИСКРЕТНОЕ ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

МНДВП является избыточным неортогональ-
ным преобразованием. Несмотря на это оно обес-
печивает более качественную очистку от шума  
и обладает рядом преимуществ, в частности инва-
риантностью относительно сдвига и способностью 
работать с выборками произвольного объема. 

На первом уровне вейвлет-преобразования ВК  
( )1W i  и аппроксимирующие коэффициенты  ( )1V i  

рассчитываются по формулам: 
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( ) , если 0,
mod

, в остальных случаях;
i l i l
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i l N
− − ≥⎧

− = ⎨ − +⎩
 

,l lg h  — коэффициенты высокочастотного и низ-
кочастотного фильтров соответственно. Они могут 
быть получены из фильтров Добеши ,l lg h , на-
пример, путем нормирования на 2 , т. е. 

2l lg g=  и 2l lh h= , таким образом что 
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=∑ , где L  — длина фильтра. 

ВК и аппроксимирующие коэффициенты j -го 
уровня вычисляются по формулам 
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при этом ( ) ( )0V i X i= . Эти два соотношения со-
ставляют пирамидальный алгоритм МНДВП. Об-
ратное МНДВП вычисляется с помощью обратно-
го пирамидального алгоритма по следующей фор-
муле: 
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ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ  
О ГЕТЕРОСКЕДАСТИЧНОСТИ ШУМА 

Проверка данных на наличие в них шума с ку-
сочно-постоянной дисперсией осуществляется по 
ВК первого уровня декомпозиции ( )1W i (опреде-
ленным по формуле (2)), соответствующим высо-
кочастотной шумовой составляющей. Для этого 
ВК ( )1W i  разбиваются на p  одинаковых интерва-
лов с помощью окна выбранной длины, соблюдая 
компромисс между точностью оценивания дис-
персии и возможностью отслеживания локальных 
изменений дисперсии. По каждому интервалу оп-
ределяется выборочная дисперсия * , 1,...,kD k p= . 

Затем проверяется гипотеза 0H  об однородно-
сти полученной последовательности из выбороч-
ных дисперсий *

kD . Известны способы проверки 
этой гипотезы: с использованием критериев Барт-
летта [5], Кохрана или на основе вычисления нор-
мализованной суммы квадратов дисперсий ВК 
первого уровня декомпозиции [6]. В настоящей 

работе используется критерий Бартлетта, суть ко-
торого заключается в следующем. Для p  выборок 

1 2, ,..., pX X X  вычисляются выборочные дисперсии 
* * *
1 2, ,..., pD D D . При заданном уровне значимости q  

принимают гипотезу 0H  (о равенстве дисперсий 
* * *
1 2 ... pD D D= = = ) в случае выполнения следую-

щего неравенства: ( )2
1/ 1qA B pχ −≤ − , где 

( )2
1 1q pχ − −  — 2χ -распределение Пирсона с 1p −  

степенями свободы. Величины A  и B  вычисля-
ются по формулам, приведенным в [5]. 

УДАЛЕНИЕ ШУМА 

Традиционная схема удаления шума включает 
этапы ДВП, пороговую обработку ВК с вычисле-
нием порогов по глобальной дисперсии и обратно-
го ДВП. Предлагается модифицированный алго-
ритм удаления шума, который применяется в слу-
чае выполнения гипотезы о его гетероскедастич-
ности, отличительной чертой которого является 
введение процедуры кластеризации ВК каждого 
уровня декомпозиции и расчет порогов по класте-
рам. 

Прямое ДВП. Сначала выполняется прямое 
ДВП по формулам (3). Для снижения граничных 
эффектов на каждом уровне декомпозиции необ-
ходимо увеличивать выборку на длину фильтра 
слева и справа. Для этого можно использовать, на-
пример, полиномиальное или симметрическое 
продолжение в зависимости от вида сигнала [7].  

Кластеризация ВК. На разных уровнях деком-
позиции вследствие особенностей МНДВП грани-
цы кластеров сдвигаются, поэтому для корректной 
очистки сигнала от шума необходимо проводить 
кластеризацию на каждом уровне декомпозиции, 
вычисляя границы кластеров с одинаковой дис-
персией. В работе предлагается использовать ал-
горитм, основанный на сравнении дисперсий  
с применением F-распределения Фишера [5]  
и дальнейшим уточнении границ. Преимущества 
этого алгоритма состоят в том, что, во-первых, он 
не требует априорного знания числа кластеров, 
которое автоматически определяется в процессе 
кластеризации, во-вторых, алгоритм обеспечивает 
высокую точность разделения выборки на класте-
ры за счет разработанной процедуры уточнения 
границ. 

Сначала проводится предварительная кластери-
зация. На каждом уровне j декомпозиции  после-
довательность ВК разбивается на p  интервалов 
заданной длины (например, по 10 коэффициен-
тов). Далее на каждом интервале определяется вы-
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борочная дисперсия *
,j kD  ( 1,...,k p= ), где k  — 

номер интервала. Определяются все дисперсии, 
попадающие в доверительный интервал при за-
данном уровне значимости q : 

( ) ( )* * *
2 , 1 2, ,q j j k q jF r r D D F r r D−≤ ≤ , 

где F  — распределение Фишера с числом степе-
ней свободы r , *

jD  — медиана из p  дисперсий. 
Из отобранных таким образом дисперсий вычис-
ляется новая медиана и, в соответствии с приве-
денным неравенством, уточняются границы кла-
стера. Удаляем из последовательности дисперсий 
те значения, которые вошли в сформированный 
кластер и затем процедура повторяется до тех пор, 
пока множество дисперсий не станет пустым. Со-
седние интервалы с дисперсиями, входящими  
в один кластер, объединяются и пересчитываются 
границы кластеров. 

В результате выполнения алгоритма на разных 
уровнях декомпозиции может оказаться неодина-
ковое число jp  кластеров ( )1,2,..., jk p= , каждый 
из которых объединяет ВК с индексами, образую-
щими неперекрывающиеся подмножества ,j kK .  
В этих обозначениях ВК, входящие в k -й кластер 
j -го уровня декомпозиции имеют индексы 

,j ki K∈ , т. е. ( )
,j kj i KW i ∈ . Это означает, в частно-

сти, что каждый кластер может включать в себя 
несколько участков коэффициентов ( )jW i  с ин-
дексами, например, [1–20], [45–80] и т. п. 

Так как начальная кластеризация проводилась 
по выборочным дисперсиям, рассчитанным на оп-
ределенных интервалах, то на границах этих ин-
тервалов некоторые ВК могли попасть не в свой 
кластер, поэтому необходимо уточнение границ 
кластеров. Уточнение границ участков кластеров 
осуществляется путем минимизации или максими-
зации локальных дисперсий двух соседних кла-
стеров при перемещении границы, которая их раз-
деляет. 

Пороговая обработка. По полученным класте-
рам на каждом уровне декомпозиции пересчиты-
ваются дисперсии и вычисляются пороги. Форму-
ла расчета СКО для k -го кластера на j -м уровне 
декомпозиции имеет вид 

( )( )
,

1 2

2
,

12
1 j

j k

k
j k j

i Kk

W i W
z

σ
∈

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑ ,   (5) 

где k
jW  — среднее значение ВК, входящих в кла-

стер k ; kz  — число ВК в k -м кластере.  
Пороговые значения рассчитываются в зависи-

мости от выбранного типа порога. Например, если 
порог многоуровневый универсальный, то порого-
вые значения определяются для каждого уровня 
вейвлет-преобразования и для каждого кластера 
по формуле 

( ), , 2 log / 2 j
j k j k kthr zσ= .      (6) 

На следующем этапе, с учетом рассчитанных 
пороговых значений и выбранного правила усече-
ния (сравнения с порогом) производится коррек-
тировка ВК. Например, если правило усечения же-
сткое [1], то вейвлет-коэффициенты, прошедшие 
пороговую обработку, ( )jW i  вычисляются по 
формуле 

( )
( ) ( )

( )
, если ;

0, если ,

j j

j

j

W i W i T
W i

W i T

⎧ >⎪= ⎨
≤⎪⎩

,   (7) 

где ,j kT thr=  при ,j ki K∈ . 
На заключительном этапе выполняется обрат-

ное МНДВП, обеспечивающее восстановление ис-
ходного сигнала, используя измененные ВК всех 
уровней разложения и аппроксимирующие коэф-
фициенты последнего уровня по формуле (4). 

МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Эффективность применения рассмотренных 
выше алгоритмов проверена на модели (1), со-
стоящей из шести пиков гауссовой формы ( )f t  
(см. рис. 1, а), искаженных медленно линейно на-
растающим шумом iξ  и шумом со скачками дис-
персии iσ  в случайные моменты времени и слу-
чайной продолжительности (см. рис. 1, б). Про-
верка шума i iσ ξ  на гетероскедастичность прово-
дилась по ВК первого уровня декомпозиции, вы-
численных по формуле (2), разбитым на p = 103 
интервала (рис. 2, а). В качестве фильтров ,n nh g  
приняты коэффициенты вейвлетов Добеши 4-го 
порядка. Использовался критерий Бартлетта при 
уровне значимости q = 0.95. Отношение величин 
A B  оказалось равным 1702.5, что больше кван-
тиля 2χ -распределения Пирсона, взятого из таб-
лиц, — 126.5741 [5]. Следовательно, гипотеза  0H  
об однородности дисперсии, как и следовало ожи-
дать, в данном случае не выполняется. Этот факт 
иллюстрируется на рис. 2, б, где показаны величи-
ны выборочных дисперсий в каждом интервале. 
Затем вычислялись ВК по формулам (3) до уровня 
j =  5; на каждом уровне проводилась кластериза-
ция и уточнение границ кластеров в соответствии 
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Рис. 1. Удаление  нестационарного шума. Кри-
вые: (а) — полезный сигнал; (б) — наблюдае-
мый сигнал; (в) — результат удаления шума 
классическим методом; (г) — результат удале-
ния шума  предлагаемым методом 

 

 

Рис. 2. Проверка гипотезы на гетероскедастичность 
шума.  
а — вейвлет-коэффициенты первого уровня декомпо-
зиции; б — выборочные дисперсии *

kD  
 
 

 

 
 

Рис. 3. Разбиение на кластеры вейвлет-коэффициентов: первого (a) и третьего (б) уров-
ней декомпозиции после уточнения границ 

 
 

с процедурой, изложенной выше, вычисление дис-
персий и порогов по формулам (5) и (6) соответст-
венно. Для примера на рис. 3 приведены ВК пер-
вого и третьего уровней декомпозиции с указани-
ем уточненных границ кластеров. После сравне-

ния с порогами по формуле (7) выполнялось об-
ратное МНДВП по формуле (4) для вычисления 
оценки полезного сигнала ( )if t . На рис. 1 приве-
дены оценки функции ( )if t , полученные двумя 

б 

а 

а 

б 
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способами: путем удаления шума классическим 
методом (график (в)) с помощью общего порога  
и предлагаемым методом (г) с помощью порога, 
вычисленного по кластерам. Из рис. 1 (в) видно, 
что участки сигнала, соответствующие самым за-
шумленным кластерам не очистились, поскольку 
общий порог оказался для данных кластеров ниже 
необходимого уровня. График (г) на рис. 1 пока-
зывает, что за счет вычисленного порога для каж-
дого кластера удалось значительно подавить шум. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложенный метод очистки от шума путем 
кластеризации ВК расширяет возможности поро-
гового удаления шума и позволяет значительно 
эффективнее удалять локальный шум по сравне-
нию с традиционными методами очистки от шу-
ма — практически полностью. 
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In this paper we present two-step method for denoising. The noise variance is changed in random moments 

of time. The first step of our method consists of clustering wavelet coefficients which are computed by maximal 
overlap discrete wavelet transform. Then one defines of noise parts with piecewise constant variance. The sec-
ond step consists of calculation of the modified thresholds for each part and removing noise on basis of these 
thresholds. The approach practically completely allows to remove local noise in comparison with traditional 
methods of denoising in which the threshold calculate on all sample of data.  
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