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ИНВАРИАНТНАЯ  СТАТИСТИКА  СЛАБЫХ  СИГНАЛОВ 
 

Предлагается решение проблемы обнаружения и распознавания слабых сигналов на фоне сильного шума. 
Оно основано на применении статистических инвариантов, не зависящих от числа наблюдаемых событий. 
Исследована когерентная экспозиция m сигналов с n независимыми переменными в полном наборе 
n n m= ⋅ . Показано почти линейное увеличение обнаружения сигнала от численности m экспозиции. 
 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Проблема обнаружения и распознавания сла-
бых сигналов в условиях сильного шума является 
важной в измерении, обработке и интерпретации 
наблюдаемых данных. В отличие от традицион-
ных статистических методов решения проблемы 
предлагается альтернативный метод на основе 
статистических инвариантов, не зависящих от 
числа независимых событий в совокупности. Эти 
инварианты можно получить, разлагая моменты 
наблюдаемой совокупности в ряд по степеням ее 
дисперсии. Но проблема усложняется тем, что на-
блюдаемая совокупность  есть смесь слабого сиг-
нала и сильного шума. Обнаружить слабый сигнал 
на фоне сильного шума не так-то просто. Астро-
номы и фотографы ночных объектов обнаружива-
ют этот сигнал за счет длительной временнóй экс-
позиции. Физики его обнаруживают за счет про-
странственной когерентно возбужденной сово-
купности частиц. 

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ  

Пусть неделимая смесь (когерентный сигнал 
плюс шум) есть 

ms x s xX X X mx X= + = + .                (1) 

Здесь m — число когерентных сигналов xs, Xx  — 
шум.  

Наблюдаемая совокупность содержит n незави-
симых смесей 

1

n

nX X=∑ .                                 (2) 

Предполагаем, что можно наблюдать отдельно 
фон при отсутствии сигнала и смесь при его нали-
чии. Задача состоит в том, что на основе этих двух 
наблюдений обнаружить и распознать сигнал. 

В работе автора [1] разработана теория и тех-
нология решения таких задач. В основе этой тео-
рии лежат статистические инварианты. Они стро-
ятся на моментах разных порядков. Для наблю-
даемой совокупности имеем: 

  , , /n n n n nXX nX D nD G D= = = , 
  3 4 2

1 2, 3n n n n nX J D X J D D= = + , 

  
5

3 1
6 2 2

4 2 1

/ 10 ,

/ (15 10 ) 15 .
n n n

n n n n

J X D J D

J X D J J D D

= −

= − + −
   

Здесь   , nnX D  — среднее значение и дисперсия 
наблюдаемой совокупности;  nG — диссипатив-
ный инвариант;  ( 1)kJ k ≥  — статистические ин-
варианты. 

Эти зависимости позволяют непосредственно 
вычислить статистические инварианты:  

/n n nXG D= , 
3 4

1 2

5
3 1

6 2 2
4 2 1

/ , / 3 ,

/ 10 ,

/ (15 10 ) 15 .

n n n n n

n n n

n n n n

J X D J X D D

J X D J D

J X D J J D D

= = −

= −

= − + −

        (4) 

Здесь  k
nX — k-й центральный момент наблюдае-

мой совокупности (k > 2). 
Коль скоро инварианты не зависят от n, полу-

чаем:  

/ ,G D X=  
3 4

1 2/ , / 3 ,J X D J X D D= = −  
5

3 1

6 2 2
4 2 1

/ 10 ,

/ (15 10 ) 15 .

J X D J D

J X D J J D D

= −

= − + −
            

Здесь   ( 2)kX k > — моменты неделимой части 
наблюдаемой совокупности; ,X D — ее среднее 
значение и дисперсия. 

(3)

(5)
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Дисперсионный момент неделимой части на-
блюдаемой совокупности определяется из соот-
ношений:  

3 2
1 2 3

2
1 1 2

2 2 4
4 2 2 1

2

1 1 2 3

2 2 2
3 1 2 2 4 1 2

3

0,

2( ),

2( ) 9( )
12

12 ( ) ,
12

( ) ( )( ) ,
12

0 .n

D A D A D A

A J J

J J J JA

J J J J

J J J J J J JA

D D

− + − =

= −

− + −= +

−+

− − − −=

< <

         (6) 

Аналогичные соотношения можно получить 
для фона, предполагая, что ( )0xX = : 

3 4
1 2

5
3 1

6 2 2
4 2 1

/ , / 3 ,

/ 10 ,

/ (15 10 ) 15 .

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x

J x D J x D D

J X D J D

J X D J J D D

= = −

= −

= − + −

 

Это позволяет найти дисперсию неделимой 
части фона из соотношений 

  [ ]

3 2
1 2 3

2
1 1 2

2 2 4
4 2 2 1

2

1 1 2 3

2 2 2
3 1 2 2 4 1 2

3

0,

2( ),

2( ) 9( )

12
12 ( )

,
12

( ) ( )( )
,

12
0 .

x x x

x x

x x x x

x x x

x x x x x x x

x nx

D A D A D A

A J J

J J J J
A

J J J J

J J J J J J J
A

D D

− + − =

= −

⎡ ⎤− + −⎣ ⎦= +

−
+

⎡ ⎤− − − −⎣ ⎦=

< <

   (7) 

После изложенного можно выйти на обнаружение 
сигнала и на определение его инвариантной струк-
туры. 

Исходным является соотношение (1) 

s xX mX X= + . 

Коль скоро фон центрирован, то его среднее зна-
чение  

0.xX =  

Для средних значений получаем: 

, 0,s x x sX X X XX m X m= + = = .              (8) 

Меняя масштаб когеренции (экспозиции), находим   

/ , /s sX XX m m X∆ ∆ = = .                   (9) 

С ростом когерентности (экспозиции) m сред-
нее значение фона падает вплоть до нуля, тогда 
как среднее значение сигнала sXm  растет. После 
некоторой критической экспозиции, когда  

( ),s xX Xm >>  

сигнал будет устойчиво наблюдаться. Можно по-
казать, что инварианты сигнала с ростом экспози-
ции растут: 

k
mks ksJ m J= ,                               (10) 

где  ,mks ksJ J  — k-й инвариант когерентной сово-
купности сигналов и одного сигнала соответст-
венно. 

ОБНАРУЖЕНИЕ СИГНАЛА 

Если сигнал постоянный, то уравнения (9) по-
зволяют обнаружить сигнал  sX  и его когерент-
ный масштаб (экспозицию) m. Если сигнал имеет 
частотную структуру, то изложенные зависимости 
позволяют найти инварианты сигнала из структу-
ры наблюдаемой совокупности и фона.  

Покажем, как это можно сделать. Для начала 
рассмотрим дисперсию неделимой части смешан-
ного сигнала в центральной системе координат: 

,
0, 0, 0;
s x

x s

X mX X
X X X
= +

< >= < >= < >=
 

(здесь угловые скобки <  >  обозначают средние 
значения)  

2 2 2( ) ,s x s xD X mX X m D D= = + = +            (11) 
2 2/ 2 , / 2s sD m mD D m D∂ ∂ = ∂ ∂ = .             (12) 

Варьируя число когерентных частиц (экспози-
цию), можно найти дисперсию слабого сигнала Ds, 
даже если дисперсия фона Dx  очень высока. Со-
поставляя (11) с (8), находим диссипативный ин-
вариант 

/ .s s sXG D=                             (13) 

Но с другой стороны имеем 
2/ ( ) /( ).s x s xX XG D X m D D m= = + +         (14) 

При больших экспозициях 

0, .x sX XX m≈ =                           (15) 

В этом случае получаем 

(1/ ) / .s x sXG mG m D= +               (16) 
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Минимальное значение диссипативного инва-
рианта, а следовательно, максимальная организо-
ванность смеси получается при условии  

2/ 0, (1 ) / 0s x sXG m G m D∂ ∂ = = − = .        (17) 

Откуда находим 
2 / , .x s x sm D D m D D= =              (18) 

Это наилучшее значение когерентных частиц (экс-
позиции). Чем больше дисперсия шума Dx по срав-
нению с дисперсией сигнала Ds, тем больше должна 
быть экспозиция для обнаружения сигнала.  

Для третьих центральных моментов имеем: 
3 3 3 3 3

1
3

1 1

( )

.
s x s x

s s x x

X J D mX X m X X

m J D J D

= = + = + =

= +         (19)
 

Отсюда находим инвариант  1sJ  сигнала, зная ин-
варианты смеси и фона. 

Для четвертых моментов получаем: 
4 2 4

2
4 4 2 4

2 4 2
2 2

2 2
2

3 ( )

6 ,

3 ( 3 )

6 3 .

s x

s s x x

s s s

s x x x x

X J D D mX X

m X m D D X

J D D m J D D

m D D J D D

= + = + =

= + +

+ = + +

+ + +

          (20)   

Отсюда находится инвариант 2sJ . 
Пятый момент раскрывается аналогичным об-

разом: 
5 5 5 2

3 1
3 2 2

1 1 3 1

( ) ( 10 )

6 4 10 .
s x s s s s

s s x x s x x x x x

X mX X m J D J D

m J D D m J D D J D J D

= + = + +

+ + + +   (21)
 

Это позволяет найти инвариант (J3s). 
Наконец, для шестого центрального момента 

находим  
6 6 6 6 4 4 2

3 3 3 2 2 4 6

( ) 15

20 15 .
s x s s x

s x s x x

X mX X m X m X X

m X X m X X X

= + = + +

+ + +         (22)
 

Выразим моменты через инварианты: 

6 2 2 3
4 2 1

6 2 2 3
4 2 1

6 2 2 3
4 2 1

4 2 4 2
2 2

3 3
1 1

2 2

(15 10 ) 15 ,

(15 10 ) 15 ,

(15 10 ) 15 ,

3 , 3 ,

, ,

, .

x x x x x x x

s s s s s s s

s s s s x x x x

s s s x x x

s s x x

X J D J J D D

X J D J J D D

X J D J J D D

X J D D X J D D

X J D X J D

X D X D

= + + +

= + + +

= + + +

= + = +

= =

= =

        (23)  

Такая система позволяет найти инвариант J4s. 
Итак, наблюдая когерентную экспозицию смеси 

(сигнал плюс шум) и отдельно фон (шум), получа-
ем инварианты смеси, инварианты сигнала и шу-
ма. Для этого необходимо наблюдать независимо 
друг от друга фон (шум) в случае отсутствия сиг-
нала и смесь в случае его предполагаемого при-
сутствия. 

Такое разрешение проблемы смеси в рамках тра-
диционной статистики практически невозможно. 

РЕЗОНАНСНЫЕ СТАТИСТИЧЕСКИЕ СПЕКТРЫ 

Но имея такую информацию, в рамках инвари-
антной статистики можно получить резонансные 
спектры смеси сигнала и шума как для неделимого 
события, так и для наблюдаемой совокупности не-
делимых событий. 

Для неделимого события следует решить функ-
циональное уравнение 

3 2
1 2 3

2
1 3 1 2 1 2 1

2 2 1 1 3 1 1

0,

( 6 ) /( 2 ),
3 , ( ) .

X S X S X S

S J J J J D J J D
S J J S D S J S D

− + − =

= − + − +
− = − + = −

       (24)   

Корни этого уравнения 

1 3 2 1 3 2( , , ), ( )X X X X X X X= ≤ ≤  

являются резонансами неделимого события. Веро-
ятности возбуждения резонансов определяются по 
формулам: 

( )( )
( )( )
( )( )

1 2 3 1 2 1 3

2 1 3 2 1 2 3

3 1 2 3 1 3 2

( ) / ,

( ) / ,

( ) / .

P D X X X X X X

P D X X X X X X

P D X X X X X X

= + ⎡ − − ⎤⎣ ⎦
= + ⎡ − − ⎤⎣ ⎦
= + ⎡ − − ⎤⎣ ⎦

     (25) 

Аналогично проявляются резонансы фона (шу-
ма): 

3 2
1 2 3

2
1 3 1 2 1 2 1

2 2 1 1 3 1 1

0,

( 6 ) /( 2 ),
3 , ( ) .

x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

X S X S X S

S J J J J D J J D
S J J S D S J S D

− + − =

= − + − +
− = − + = −

   (26) 

Корни этого функционального уравнения  

1 3 2 1 3 2( , , ), ( )x x x x x x xX X X X X X X= ≤ ≤          

являются резонансами неделимого события шума. 
Вероятности их возбуждения будут равны 

( )( )
( )( )
( )( )

1 2 3 1 2 1 3

2 1 3 2 1 2 3

3 1 2 3 1 3 2

( ) / ,

( ) / ,

( ) / .

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

P D X X X X X X

P D X X X X X X

P D X X X X X X

= + ⎡ − − ⎤⎣ ⎦
= + ⎡ − − ⎤⎣ ⎦
= + ⎡ − − ⎤⎣ ⎦

  (27) 

Напомним, что эти распределения получаются 
при независимом наблюдении смеси и шума, при-
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чем число неделимых событий в наблюдаемой со-
вокупности определяется соотношением 

/nn D D= .                                   (28) 

Резонансные спектры неделимого сигнала оп-
ределяются из функционального уравнения 

3 2
1 2 3

2
1 3 1 2 1 2 1

2 2 1 1 3 1 1

0,

( 6 ) /( 2 ),
3 , ( ) .

s s s s s s

s s s s s s s s s

s s s s s s s s

X S X S X S

S J J J J D J J D
S J J S D S J S D

− + − =

= − + − +
− = − + = −

     (29) 

Корни этого уравнения 

1 3 2 1 3 2( , , ), ( )s s s s s s sX X X X X X X= ≤ ≤  

являются искомыми резонансами неделимого со-
бытия сигнала. Вероятности возбуждения этих ре-
зонансов равны  

( )( )
( )( )
( )( )

1 2 3 1 2 1 3

2 1 3 2 1 2 3

3 1 2 3 1 3 2

( ) / ,

( ) / ,

( ) / .

s s s s s s s s

s s s s s s s s

s s s s s s s s

P D X X X X X X

P D X X X X X X

P D X X X X X X

= + ⎡ − − ⎤⎣ ⎦
= + ⎡ − − ⎤⎣ ⎦
= + ⎡ − − ⎤⎣ ⎦

   (30) 

Наблюдаемая совокупность событий рассмат-
ривается в виде смеси резонансов неделимых со-
бытий: 

1 1 3 3 2 2

1 1 3 3 2 2

1 1 3 3 2 2

1 3 2 1 3 2

,
,
,

( , , ), .

k

kx x x x

ks s s s

k

X n X n X n x
X n X n X n x
X n X n X n x
n n n n n n n n

= + +
= + +
= + +

= + + =

         (31)                                       

Число разбиений числа неделимых событий n на 
триады   nk = (n1, n3, n2) равно 

( 1)( 2) / 2N n n= + + .                       (32)                                            

Вероятности возбуждения каждой такой смеси    
( )kn N∈  равны 

31

31

31

2
1 3 2

1 3 2

2
1 3 2

1 3 2

2
1 3 2

1 3 2

! ,
! ! !

! ,
! ! !

! .
! ! !

nn n
k

nn n
kx x x x

nn n
ks s s s

nP P P P
n n n

nP P P P
n n n

nP P P P
n n n

=

=

=

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, проблема разделения наблю-
даемой смеси на сигнал и шум, разрешена с по-
мощью инвариантной статистики. Более того, ко-

герентно-экспозиционное накопление сигнала в 
наблюдаемой смеси позволяет при определенной 
пороговой экспозиции не только обнаружить сиг-
нал на фоне большого шума, но определить резо-
нансные спектры распределения наблюдаемой 
смеси, сигнала и шума.                                        

В рамках традиционной статистики такой ре-
зультат получить практически невозможно. На-
пример, в смеси отказов технических систем, со-
стоящей из внезапного отказа и износа, разделение 
на распределения внезапных отказов и износов в 
общем распределении возможно в очень редких 
случаях при наличии гипотез о распределениях 
внезапных отказов и износа. В общем виде в рам-
ках традиционной статистики такая задача нераз-
решима. При решении задач такого рода в полную 
меру проявляются преимущества инвариантной 
статистики. 

Важным примером являются радиолокацион-
ное обнаружение объектов, теряющихся на фоне 
шума окружающей среды. Появляется возмож-
ность не только обнаружить объект, но и постро-
ить его резонансный спектр. Это позволяет распо-
знать объект, отличить его от других по особенно-
стям резонансного спектра. 

Аналогичная ситуация возникает в гидроаку-
стике. Сигнал объекта незаметен на фоновом шу-
ме моря. Но наблюдая когерентную экспозицию 
сигнала смеси и отдельно фоновый шум моря, 
можно не только обнаружить объект, но и опреде-
лить его резонансный спектр, который отличает 
обнаруженный объект от других. Это позволяет 
диагностировать и распознавать обнаруженный 
объект. Инвариантная статистика позволяет ре-
шать задачи подобного рода.  

В Институте Ланжевена De Chiara u Palma про-
анализировали влияние шума на геометрическую 
фазу Берри частиц со спином ½. Они доказали, что 
с ростом экспозиции флуктуации фазы Берри па-
дают — в пределе до нуля при больших временах 
экспозиции. Инвариантная статистика позволяет 
выделить фазу Берри при относительно малых 
экспозициях.  Более того, она позволяет получить 
квантовый спектр фазы Берри, отделив его от 
спектра шума в наблюдаемой смеси. Такая воз-
можность позволяет диагностировать квантовое 
состояние наблюдаемой физической среды.  

Отметим исключительно важную особенность 
инвариантной статистики — она нелинейна. Это 
вызвано тем, что инварианты построены на стати-
стических полиномах, которые позволяют учиты-
вать групповые эффекты в наблюдаемой совокуп-
ности событий. В этом смысле статистические по-
линомы до шестого порядка включительно явля-
ются весьма информативными. Но инварианты не 
зависят от числа событий в наблюдаемой сово-
купности. Поэтому они несут "чистую" информа-
цию о внутренней организации исследуемых про-



ИНВАРИАНТНАЯ  СТАТИСТИКА  СЛАБЫХ  СИГНАЛОВ  

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2008, том 18, № 1 

85

цессов, что позволяет повысить разрешающую 
способность диагностики их состояния.  

Важно, что резонансные спектры, построенные 
на инвариантах, являются индивидуальной харак-
теристикой наблюдаемого процесса. Именно эта 
характеристика позволяет отличить одно состоя-
ние от другого и выделить статистические классы 
подобного состояния. На такой основе прекрасно 
выстраивается теория статистического подобия 
наблюдаемых процессов в дополнении к их гео-
метрическому, физическому, аналоговому и алго-
ритмическому подобию. 
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