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МЕТОДОЛОГИЯ  СЕТЕЙ  С  СИММЕТРИЧНЫМИ  ФУНКЦИЯМИ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  НЕЙРОНОВ

Представлены основы методологии сетей с симметричными функциями преобразования у нейронов
(СФПН), которые находят применение в задачах аппроксимации, распознавания образов, идентификации
систем (объектов), создания контроллеров, снижения уровня зашумленности сигналов в информационно-
измерительных системах. Особенность структуры таких нейронных сетей (НС) состоит в локализации эле-
ментов скрытого слоя в многомерном векторном пространстве (размерность которого идентична размерно-
сти входной информации) и  в наличии СФПН, зависящей от (метрической) нормы разности векторов лока-
лизации элементов скрытого слоя и входного вектор-сигнала. Даны элементы прикладной теории распозна-
вания образов на сети с СФПН; критерий обучения НС на основе функционала, регуляризованного по мето-
ду А.Н. Тихонова; общий вид функции аппроксимации и интерполирования, полученный на основе этого
критерия с использованием схемы Грина для обратной задачи при преобразовании линейным дифференци-
альным оператором; метод выбора параметра регуляризации.

ВВЕДЕНИЕ

При аппроксимации функций, определенных на
многомерной области, при классификации, реше-
нии задач идентификации и создания контролле-
ров используются нейронные сети с функциями
преобразования (ФП) элементов скрытого слоя,
которые образуют базис для аппроксимирующей
функции  и для разделяющей поверхности (на-
пример, гиперплоскости) при решении задачи
классификации. Это — сети с (сферически) сим-
метричными функциями преобразования нейронов
(СФПН). В методологии анализа таких сетей
имеются существенные особенности, поэтому це-
лесообразно рассмотреть элементы их теории1).

Структура сети с СФПН включает слой вход-
ных узлов (с числом, равным размерности вход-
ных векторов), скрытый слой с СФПН и выходной
слой с линейными ФП. Нейроны с СФП характе-
ризуются (многомерным) вектором своего поло-
жения и зависимостью реакции на входное воз-
действие в виде функции (ФП), зависящей от рас-
стояния (нормы разности) между входным векто-
ром и вектором положения нейрона. Увеличение
числа нейронов в скрытом слое повышает точ-
ность аппроксимации и делает линейно раздели-
мыми (гиперплоскостью) классифицируемые объ-
екты (векторы), которые были линейно неразде-
лимыми при меньшем числе базисных функций —
узлов сети с СФПН. Так, если при классификации
(типа дихотомии) образов m0-мерных векторов x
высокой размерности их разделение на два класса

                                                
1) Приложения сетей с СФПН предполагается проана-
лизировать в следующей статье.

может быть реализовано только с помощью неко-
торой поверхности, то после нелинейного преоб-
разования x  φ(x), φ(x)= {φ1(x), φ2(x),…, φm(x)},
m>m0  в пространство более высокой размерности
эти образы могут стать линейно разделимыми (ги-
пер)плоскостью2). По такому принципу осуществ-
ляется классификация на нейронной сети (НС)
c СФПН, где в качестве ФПН используются φ1(x),
φ2(x),…, φm(x).

При дихотомии на классы {X1, X2} набор
(множество) образов X считается φ-разделимым,
если для некоторого вектора w выполняются усло-
вия:

T
1

T
2

( ) 0 при ;

( ) 0 при .

> ∈

< ∈

w x x X

w x x X

ϕ

ϕ
                       (1)

Соотношение T ( ) 0=w xϕ  описывает разде-
ляющую гиперплоскость в m-пространстве при-
знаков φ1(x), φ2(x),…, φm(x) входного вектора (об-
раза) при ∀ x.

Принцип построения сети с СФПН связан с ме-
тодом интерполяции по Пауэллу (Powell) [2], в ко-
тором по заданным N точкам (по векторам xi ∈Rm0,
i = 1, 2,…, N)  находится функция F, удовлетво-
ряющая условиям F(xi) = di, i = 1, 2,…, N и имею-
щая вид:

1

( ) (|| ||)
N

k k
k

F w ϕ
=

= −∑x x x ,                     (2)

                                                
2) Возможность линейной разделимости многомерных
образов после их нелинейного преобразования в про-
странство признаков большей размерности установлено
Ковером (Cover) [1].
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где di — заданные в узлах значения интерполи-
руемой переменной3);  (|| ||)kϕ −x x  — набор зна-
чений одного из видов нелинейных  СФПН4), раз-
мещенных в точках {xk}k=1,2,…,N.

При векторно-матричном обозначении  d =
= [d1, d2,…, dN]T; w = [w1, w2,…, wN]T;
Ф = [ϕik]i,k=1,2,…,N ; (|| ||)ik i kϕ ϕ= −x x  условие ин-
терполирования F(xi) = di  (i = 1,…, N) принимает
форму соотношения

Фw = d. (3)
Матрица Ф является несингулярной5)  [3, 4], и

поэтому веса (компоненты вектора w) в представ-
лении интерполирующей функции могут быть оп-
ределены по (4):

w = Ф–1d.                (4)
В нейронных сетях используются СФПН в виде

гауссиана 2 2( ) exp( / )r r 2ϕ σ= − , где r R∈ , и менее
часто в виде: 2 2 1/ 2( ) 1/( )r r cϕ = +   (σ  и с — кон-
станты).

1. СВОЙСТВА СЕТЕЙ С СФПН

Анализ свойств сетей с СФПН без ограничения
общности выводов можно выполнить на задаче
аппроксимации и интерполирования6).

Нахождение интерполирующей функции F от-
носится к классу обратных задач. Устойчивость
процедуры получения F обеспечивается, если
прямая и обратная задачи являются хорошо опре-
деленными (обусловленными — по терминологии
А.Н. Тихонова). Для этого необходимо, чтобы
функция f, которую представляет интерполирую-
щая функция  F (получаемая в результате обуче-
ния НС) обладала свойствами существования
                                                
3) В (2) и далее   ||…|| — эвклидова норма:

||x – xi|| = 2 1/ 2
1[ ( ( ) ) ]m

j j i j

yx
x

δ
δ= −∑ x .

4) Имея в виду математическую форму представления
интерполирующей функции F в виде выражения (2),
значения СФПН (|| ||)iϕ −x x  называют также радиаль-
ными базисными функциями, поэтому  в американских
работах используется термин RBF-сети.
5) У рассматриваемой матрицы Ф (по условию несингу-
лярности) det 0≠Ф , и она имеет обратную Ф–1.
6) Полезно отметить, что процедура обучения сети точ-
ной аппроксимации иногда может давать плохие пока-
затели при тестировании (результаты работы НС на
данных, не участвовавших в обучении и имеющих ста-
тистические характеристики, одинаковые с обучающей
выборкой). Это связано с "переобученностью" сети,
возникающей при большом количестве данных, их зна-
чительном рассеянии относительно интерполирующей
поверхности, использовании числа СФПН, равного
числу обучающих векторов,  и при слишком длитель-
ном обучении.

             ( для , ( )y y f∀ ∃ =x x ),

единственности
( ( ) ( )f f≠ ⇒ ≠x t x t )

и непрерывности
(|| || | ( ) ( ) | ( ) при малых и ).f fδ ε δ δ ε− < ⇒ − <x t x t

Нарушение этих условий может быть связано
с рядом причин: входной набор {xi; di}i=1,2,…,N мо-
жет быть недостаточно точным для восстановле-
ния единственной интерполирующей поверхно-
сти;  при высокой зашумленности входного набо-
ра обучающих данных возможно получение выхо-
да НС вне диапазона, предусмотренного для y, т. е.
нарушение непрерывности.

При этом, хотя явления, порождающие данные
(речь, изображение, сигнал радара), дают хорошо
определенные задачи, тем не менее обучение НС,
связанное с восстановлением функции f (в виде F,
интерпретируемой как поверхность Г в многомер-
ном пространстве значений вектор-сигналов), час-
то бывает плохо обусловленной задачей.

Определение  синаптических весов НС (компо-
нент вектора w) основано на управлении и кон-
троле степени обученности НС по критерию, ко-
торый является функционалом  ошибки [5, 6]. Со-
гласно методу А.Н. Тихонова [7–9], этот критерий
в виде функционала ошибки Eош. (отражающего
расстояние между желаемыми и действительными
значениями на выходе НС)

2
ош.

1

1( ) | ( ) |
2

N

i i
i

E F d F
=

= −∑ x              (5)

расширяется путем введения дополнительного
"регуляризирующего" функционала

2
рег.

1( ) || D || ,
2

E F F=                         (6)

где D — линейный дифференциальный оператор,
который включает априорную информацию о сте-
пени гладкости функции F. Функционал, который
минимизируется, имеет вид

ош. рег.( )E F E Eλ= + ⋅ ,                  (7)

а положительное число λ определяет баланс отно-
сительной значимости требований минимизации
ошибки обучения НС и гладкости аппроксими-
рующей функции F.

В связи с тем что для получения F осуществля-
ется минимизация по функции векторного аргу-
мента (F(x)), условие dE(F) = 0, необходимое для
минимума, выражается в форме дифференциала
Фреше (ДФ) [10–12]:
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0

dd ( , ) ( ) 0 ,
d

E F h E F h
β

β
β =

 
= + = 
 

                   (8)

где h — функция от вектора x (h(x)) так же, как и
F(x), 

0
.m∈x R   Вычисление компонент этого диф-

ференциала, основанное на использовании соот-
ношения (7) и общего правила получения ДФ7),
приводит к выражениям (9):

 ош. рег.d ( , ) d ( , ) d ( , ) 0,E F h E F h E F hλ= + ⋅ =

( )ош. 1 H
d ( , ) , ( ( )) ,

i

N
i ii

E F h h d F δ
=

= − − ⋅∑ xx        (9)

 ( )рег. H
d ( , ) D D d D ,D ,

xi

E F h F h h F= ⋅ ⋅ =∫
R

x

где ( )H
,⋅ ⋅  — символ произведения в гильбертовом

пространстве (интеграл произведения функций по
области их определения) [13, 14]; 

i
δx  — дельта-

функция ( ) ( )
i iδ δ= −x x x x .

Согласно правилу переноса дифференциального
оператора D с одного множителя на другой в форме
сопряженного оператора D :

0

D D d
m

F h⋅ ⋅ =∫
R

x

0

( )DD ( )d
m

h F= ∫
R

x x x , последнее соотношение  в

(9)  приобретает   вид

                                                
7) Для получения ДФ компонент общего (регуляризо-
ванного) функционала (7) служат преобразования:

( )

ош.ош.
0

2
1

0

1 0

1 1 H

dd ( , ) ( )
d

1 d ( ( ) ( ))
2 d

( ( ) ( )) ( )

( ( )) ( ) , ( ( )) ;
i

N
i i i i

N
i i i i i

N N
i ii i i i i

E F h E F h

d F h

d F h h

d F h h d F

β

β

β

β
β

β
β

β

δ

=

=
=

= =

= =

 = + ⋅ = 
 

 = × − − ⋅ =∑ 
 

 = − − − ⋅ ⋅ =∑ 

= − − ⋅ = − − ⋅∑ ∑ x

x x

x x x

x x x

[ ]

[ ]

( )

рег.рег.
0

2

0

0

H

dd ( , ) ( )
d

1 d D d
2 d

2 d D D d
2 d

D D d D ,D .

xi

xi

xi

E F h E F h

F h

F h h

F h h F

β

β

β

β
β

β
β

β
β

=

=

=

 = + =  

 = ⋅ + =∫ 
 

 = + ⋅ =∫ 
 

= ⋅ ⋅ =∫

R

R

R

x

x

x

Отметим, что наряду с термином ДФ встречается экви-
валентное по содержанию понятие дифференциала Га-
то, например в [12].

( )
0

рег. H
d ( , ) ( )DD ( )d ,DD

mR

E F h h F h F= =∫ x x x .

С учетом этого ДФ от общего (регуляризован-
ного) функционала (7) преобразуется к форме

1
H

1d ( , ) , DD ( ) ,
i

N
ii

E F h h F d F δ
λ =

  = − − ⋅    
∑ x   (10)

и поскольку (10) справедливо для любого вида
функции h(x),  то условие минимизации представ-
ляется в виде соотношения (11):

1

1DD ( ) ( ) 0.N
i ii

F d F δ
λ =

− − ⋅ − =∑ x x          (11)

Функция F, удовлетворяющая (11), зависит от λ
(ниже это отмечено индексом — ( )Fλ x ) и нахо-
дится с помощью метода Грина8). Для этого необ-
ходимо:

• Изменить форму уравнения (11), выделив
явным образом линейный дифференциальный
оператор (L), и представить это уравнение в виде
([15], см. также 8))

[ ]1

L ( ) ( ), где

L DD;
1( ) ( ) ( ) 0.N

i i ii

F

d F

λ ϕ

ϕ δ
λ =

=

≡

= − − =∑

x x

x x x x

     (12)

• Получить функцию ( )Fλ x  как интегральное
выражение 

0

( ) ( , ) ( )d
m

F Gλ ϕ= ∫
R

x x ξ ξ ξ , в котором

( , )G x ξ  — функция Грина для оператора  L DD≡
и в соответствии с выражением (12)

                                                
8) Методом Грина решаются уравнения (в частных про-
изводных) общего вида L ( ) ( ),F ϕ=x x  

0m∈x R , где
L — линейный дифференциальный оператор; ϕ(х) —
произвольная функция. Решение может быть представ-
лено в виде 

0

( ) ( , ) ( )d
m

F G ϕ= ∫
R

x x ξ ξ ξ , где ( , )G x ξ  являет-

ся решением квазиоднородного уравнения (с x в каче-
стве переменной и ξ в качестве параметра)
L ( , ) ( )G δ= −x ξ x ξ , где ( )δ −x ξ — δ-функция. При этом
δ-функцию (Дирака) называют точечным источником
возбуждения; по форме — это  предельно узкая плот-
ность распределения, сосредоточенная в точке ξ, так
что
 

0

( ) ( )d ( )
m

ϕ δ ϕ− =∫
R

x x ξ x ξ ,
0

( ) ( )d ( )
m

ϕ δ ϕ− =∫
R

ξ x ξ ξ x . Более

полные сведения о методах, связанных с использовани-
ем функций Грина, содержатся в [16–18].
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[ ]1

1( ) ( ) ( )N
i i ii

d Fϕ δ
λ =

= − −∑ξ x ξ x . Полное выра-

жение для  ( )Fλ x  имеет вид:

[ ]

[ ]
0

0

0

( )
1( , ) ( ) ( ) d

1 ( ) ( ).

i
m

N
i i i

N
i i ii

F

G d F

d F G

λ

δ
λ

λ

=

=

=

 = − ⋅ − = 
 

= − ⋅ −

∑∫

∑
R

x

x ξ x ξ x ξ

x x x    (13)

Решение задачи оценки аппроксимирующей
функции ( )Fλ x  (по критерию регуляризованного
функционала) в форме разложения по функциям
Грина имеет коэффициенты wi , зависящие линей-
но от величины ошибки на выходе НС. Поэтому

( )Fλ x может быть представлено соотношением
(14):

[ ]
1

( ) ( , ) ,

1 ( ) , 1,2,..., .

N
i ii

i i i

F w G

w d F i N

λ

λ

=
=

= − =

∑x x x

x
             (14)

Более компактное представление получается
после введения векторно-матричных обозначений

[ ]
[ ]

T
1 2

T
1 2

( ), ( ),..., ( ) ;

, ,..., ;

N

N

F F F

d d d

λ λ λ λ=

=

F x x x

d

1 1 1

1

( , ) .... ( , )
.... .... .... ;

( , ) .... ( ,

N

N N N

G G

G G

 
 =  
  

x x x x
G

x x x x

[ ]T1 2, ,..., ,Nw w w=w

с помощью которых соотношения (14) переходят в
эквивалентную форму (16):

          ; (1/ )( ).λ λλ= ⋅ = −F G w w d F          (16)

При этом вектор коэффициентов разложения и
вектор значений функции ( )Fλ x относятся к цен-
трам функций Грина (и одновременно к центрам
локализации нейронов в сети), а компоненты мат-
рицы G симметричны ( ( , ) ( , ))i j j iG G=x x x x , по-
скольку они относятся к решениям уравнения
с самосопряженным оператором L (L L)= .

Сама матрица Грина G симметрична, т. е.

 T =G G .

Исключение λF  из соотношений (16) ведет к
системе (17) линейных уравнений (в векторно-
матричной форме), которая служит для определе-
ния коэффициентов разложения — компонент
вектора [ ]T1 2, ,..., :Nw w w=w

( )λ+ ⋅ =G I w d .                        (17)

При обратимости матрицы λ+ ⋅G I , которая,
согласно [3],  достигается при указанных выше
видах ФПН и облегчается выбором величины λ,
система линейных уравнений (17) имеет решение,
определяющее коэффициенты разложения:

1( ) .λ −= + ⋅w G I d                    (18)

Таким образом, если в регуляризующем функ-
ционале (6) критерия обучения  выбран диффе-
ренциальный оператор D, то по соотношению (18)
может быть определен вектор веса w , соответст-
вующий желаемому отклику НС и подходящей ве-
личине параметра регуляризации λ.

Вид функций Грина (ФГ) при выбранных ее
центрах 1 2, ,..., Nx x x  определяется типом оператора
D, т. е. фактически априорными предположениями
относительно отображения вход—выход НС. При
D, инвариантном к переносу,  ФГ  зависят только
от разности своих аргументов ( , ) ( )i iG G= −x x x x ;
при инвариантности к вращению и переносу —
ФГ зависят от нормы разности тех же векторов

( , ) (|| ||)i iG G= −x x x x  и являются "зависящими от
радиуса" базисными функциями.  Решение задачи
с регуляризованным критерием обучения в этом
случае имеет вид

1
( ) (|| ||) ,N

i ii
F w Gλ =

= −∑x x x             (19)

который за счет использования регуляризации по
методу А.Н. Тихонова существенно отличается от
полученного ранее более простого выражения (2).

2. ОСНОВНАЯ ФОРМА СФПН И НЕЙРОННЫЕ
СЕТИ, ОСНОВАННЫЕ НА МЕТОДЕ

РЕГУЛЯРИЗАЦИИ

Наиболее практически значимыми и примени-
мыми являются сети с СФПН на основе функций
Грина, у которых порождающий их оператор ин-
вариантен к вращению и переносу и которые
представляют многомерный гауссиан:

2
2

1( , ) exp || || ,
2σi i

i

G
 

= − − 
 

x x x x            (20)

где xi , σi — центр и полуширина гауссиана и соот-
ветствующей СФПН  в скрытом слое НС. Опера-
тор L ( L DD≡ ), который связан с дифференци-

(15)
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альным оператором D, используется в регуляри-
зующей компоненте общего функционала (крите-
рия обучения НС) и порождает функцию Грина
в форме (20), имеет следующий вид [19]:

2
2

0

L DD;

L ( 1) , при ,
!2

n
n n i

n n nn n
σα α∞

=

=

= − ∇ =∑
       (21)

где  2n∇ — n-кратная  итерация многомерного ана-
лога оператора Лапласа 2∇ :

0

2 2 2
2

2 2 2
1 2

...
mx x x

∂ ∂ ∂∇ = + + +
∂ ∂ ∂

,

2 2 2 2( ) ( ( ...( )))n f f∇ = ∇ ∇ ∇x .

Преобразования, выполненные Поггио (Poggio)
[19], дают явную форму для D (оператора регуля-
ризации) и ему сопряженного D :

1/ 2

0

0

1 2

1/ 2

... 1 2

D ...

;
( ) ( ) ...( )

n

n
n m

n

n a b k
a b k n m

a
x x x

a
x x x+ + + =

 ∂ ∂ ∂= + + + =  ∂ ∂ ∂ 
∂=

∂ ∂ ∂

∑

∑               (23)

1/ 2

0

0

1 2

1/ 2

... 1 2

D ( 1) ...

( 1) ;
( ) ( ) ....( )

n

n
n

n m

n
n

n a b k
a b k n m

a
x x x

a
x x x+ + + =

 ∂ ∂ ∂= − + + + =  ∂ ∂ ∂ 
∂= −

∂ ∂ ∂

∑

∑       (24)

Таким образом, решение задачи аппроксимации
средствами сети с СФПН при  применении метода
А.Н. Тихонова может быть получено на основе
оператора регуляризации, включающего все част-
ные производные (а точнее все необходимые —
исходя из априорных представлений о требуемой
степени гладкости  λF ).

Использование ФГ в форме гауссиана (20), рас-
сматриваемого как решение операторного уравне-
нияL ( , ) ( )G δ= −x ξ x ξ  (см. примечание 8)), в кото-
ром оператор L определен выражением (21), при
замене  ξ на xi приводит к соотношению (25):

2
2 2

2

1( 1) exp || ||
!2 2

( ).

n
n ni

in
n i

i

n
σ

σ
δ

 
− ∇ − = 

 
= −

∑ x x

x x         (25)

Этому уравнению удовлетворяет ФГ в форме
гауссиана; эта же ФГ является СФПН анализируе-

мой структуры сети; и регуляризованное нейросе-
тевое решение определяется выражением

2
21

1( ) exp || || ,
2

N
i ii

i

F wλ σ=

 
= − 

 
∑x x x            (26)

в котором веса wi выражаются вторым соотноше-
нием в (14) 9).

Практическая реализация представления регу-
ляризованной функции аппроксимации λF  в фор-
ме взвешенной суммы ФГ ( , ) ( )i iG G= −x x x x ,
центрированных в точках  xi (i = 1,…, N), предпо-
лагает определенную структуру НС (рис. 1). Как
отмечено в начале статьи (Введение), простой ва-
риант структуры сети  с СФПН состоит из трех
слоев: слоя входных узлов (общего для большин-
ства структур НС) с числом узлов m0, равным раз-
мерности исследуемой задачи (т. е. размерности
входных векторов); скрытого слоя, который при
использовании метода регуляризации состоит из
нейронов с СФП, эквивалентной функции Грина
для выбранного оператора регуляризации D, и со-
стоит из  N нейронов, где  N — размер обучающей
выборки ( 1 2, ,..., Nx x x ); одного линейного выход-
ного нейрона, полностью связанного со всеми
нейронами скрытого слоя весами wi (i = 1,…, N).
Веса выходного слоя являются неизвестными ко-
эффициентами разложения (26) и, согласно (18),
определяются значениями ФГ ( , ),i jG x x

, 1,2,...,i j N=  и параметра регуляризации λ. При
решении задач распознавания образов число ней-
ронов выходного слоя соответствует количеству
дифференцируемых классов (групп со специфич-
ным набором признаков).

СФПН (функции возбуждения нейронов скры-
того слоя НС) в форме ФГ центрированы в раз-
личных точках обучающей выборки, так что вы-
ходом i-го скрытого нейрона ( , 1,2,..., )i i N∀ =
служит ( , )iG x x .

3. РАСШИРЕННАЯ КОНЦЕПЦИЯ СЕТЕЙ С СПФН

Кроме достоинств сетей с СФПН и регуляриза-
цией функционала (являющегося критерием каче-
ства обучения НС), таких как:

• универсальность возможностей, обеспечи-
вающая получение желаемого качества  аппрок-
симации любой непрерывной функции многих пе-
ременных и распознавания  многопараметриче-
ских объектов (образов);

                                                
9) Следует отметить, что использование различных зна-
чений полуширины гауссианов (параметров σi) в струк-
турах сетей с СФПН с регуляризацией  в реальных при-
ложениях пока не находит применения.

(22)
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• линейность схемы аппроксимации и распо-
знавания образов относительно неизвестных ко-
эффициентов, позволяющая выбрать их наилуч-
шие оценки;

• оптимальность решения при применении
сети с регуляризацией в смысле минимизации
функционала, который служит мерой близости по-
казаний сети от истинной величины, определяе-
мой обучающими данными,
— имеются и некоторые трудности. Так, соответ-
ствие числа функций Грина и количества обучаю-
щих данных  ( , 1,2,..., )i i N=x  при больших N де-
лает избыточным объем вычислений; например,
для определения коэффициентов разложения

( )Fλ x по (19) требуется обращение матрицы G по-
рядка N×N. Кроме того, для матриц высокого по-
рядка более вероятна плохая обусловленность
(большое относительное различие минимального
и максимального собственных значений матрицы).

В связи с этим получила развитие расширенная
концепция сетей с СПФН, которая отражает тен-
денцию контролируемого снижения сложности се-
ти и получения приближенной формы регуляризо-
ванного решения. Основу метода упрощения
структуры НС составляет поиск субоптимального
решения (достаточно близкого к решению в форме
(19) ) в пространстве меньшей размерности10).

Приближенное решение F*(x) представляется
                                                
10) В прикладной математике и механике описанные да-
лее процедуры называют методом Галеркина.

в виде разложения по сокращенному набору ба-
зисных функций (БФ): 1

1
* ( ) ( )m

i ii
F wϕ

=
=∑x x ,

{ϕi (x)   i = 1,2,…,m1}, причем число БФ меньше,
чем количество обучающих данных m1 <N. В каче-
стве БФ берутся СФПН 1{ (|| ||) 1,2,..., }i i i mϕ − =x t ,
т. к. только такой вид БФ при 1m N→  и

( 1,2,..., )i i i N= =t x  обеспечивает плавный пере-
ход приближенного решения F*(x) в полное кор-
ректное решение, определяемое выражением (19).

Использование БФ типа { (|| ||) }i iϕ −x t  в виде
ФГ дает новую форму аппроксимации

1 1

1 1
* ( ) ( , ) (|| ||).m m

i i i ii i
F w G w G

= =
= = −∑ ∑x x t x t    (27)

Структура последующих преобразований ана-
логична основной схеме получения решения по
методу регуляризации.  Сокращенный набор ко-
эффициентов разложения  1{ ( 1,2,..., )}iw i m=  оп-
ределяется на основе минимизации регуляризо-
ванного функционала E(F*), который сформиро-
ван с усеченным разложением аппроксимирующей
функции F*(x)

1
2

2
1 1

( *)

(|| ||) || D *|| .N m
i j i ji j

E F

d w G Fλ
= =

=

 = − − + ∑ ∑ x t     (28)

Использование векторно-матричных обозна-
чений, сходных с (15), позволяет представить (28)
в виде

wN

w2

….

w1

….

Fλ(x)

Выходной слой

….

….

G

G

G

….

x1

x2

xmo–1

xmo

Входной слой Скрытый слой (N функций Грина)

Рис. 1. Нейронная сеть с СФПН и  регуляризацией функционала критерия обучения НС
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      2 2( *) || || || D *|| ,E F Fλ= − +d Gw           (29)

где

1

1

1

1

1

1 2 1 2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

, ,... ; , ,... ;

( , ) ( , ) .... ( , )

( , ) ( , ) .... ( , )
.

.... .... .... ....
( , ) ( , ) .... ( , )

N m

m

m

N m

N N N m

d d d w w w

G G G

G G G

G G G

×

  = =   

 
 
 =  
 
  

d w

x t x t x t

x t x t x t
G

x t x t x t

Регуляризирующая компонента функционала
(29) преобразуется к выражению (30) 11):

2 T
H 0|| D *|| (D *,D *) ,F F Fλ λ λ= = w G w    (30)

где

1

1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2
0

1 2

( , ) ( , ) .... ( , )

( , ) ( , ) .... ( , )

.... .... .... ....
( , ) ( , ) .... ( , )

m

m

m m

m m m m

G G G

G G G

G G G
×

 
 
 =  
 
  

x t x t x t

x t x t x t
G

x t x t x t

;

1 1

1 1

1 1

2
H

1 1 H

1 1 H

T
01 1

|| D *|| (D *,D *)

( , ) ,DD ( , )

( , ) , ( )

( , ) .

m m
i i i ii i

m m
i i j ji j

m m
i j j ii j

F F F

w G w G

w G w

w w G

δ

= =

= =

= =

= =

 = = 
 = − = 

= =

∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑

x t x t

x t x t

t t w G w

Напомним, что индексами под символом мат-
рицы обычно указывается ее размерность, как в
(29) и (30).

Минимизация функционала (29) (критерия ка-
чества обучения сети  с СФПН) относительно век-
тора коэффициентов  осуществляется так же, как
выше в разделе 2, и приводит к соотношению

T T
0( )λ+ =G G G w G d .                 (31)

При  этом, если параметр регуляризации λ при-
ближается к нулю, вектор веса w сходится к реше-
нию, определяемому псевдообратной матрицей

                                                
11) Преобразования, ведущие к (30) учитывают пред-
ставление F*(x) в виде (27), правило введения сопря-
женного оператора D  в гильбертовом произведении
функций 

H H(D *,D *) ( *,DD *)F F F F= , и то, что ФГ
( , )jG x t  является решением уравнения D D ( , )jG =x t

( )jδ= −x t .

G+: T 1 T0 , где ( )λ + + −→ ⇒ = =w G d G G G G . В этом
случае вектор синаптических весов НС w является
решением (с минимальной нормой) задачи под-
гонки методом наименьших квадратов при пере-
определенном (N > m1) количестве данных.

В  случае, когда отдельные параметры иссле-
дуемого объекта (компоненты входного вектора x)
имеют в решаемой задаче различную значимость,
используется взвешенная норма || ||Cx , которая
определяется специально подобранной матрицей
C с размерностью 0 0( )m m× , соответствующей
размерности 0m  входного вектора:

0 0

T T T|| || ( ) ( )
m m×

= =Cx C x Cx x C Cx .

При использовании такой взвешенной нормы
аппроксимация регуляризованного решения (27)
представляется в виде

1

1
* ( ) (|| || )m

j jj
F w G

=
= −∑ Cx x t .

Применение взвешивающей нормы в СФПН в
виде гауссиана с центром ti приводит к соотноше-
нию

T T

T 1

(|| || ) exp ( ) ( )

1exp ( ) ( ) ,
2

i i i

i i

G

−

 − = − − − = 
 = − − −  

Cx t x t C C x t

x t Σ x t     (32)

где обратная матрица 1−Σ  определена выражением
1 T1 .

2
− =Σ C C

Правая часть в (32) представляет многомерное
распределение Гаусса с вектором среднего ti и с
ковариационной матрицей Σ . Поэтому соотноше-
ние (32) является обобщением выражения (20), ко-
торое относится к основной форме сети с СФПН,
построенной по методу регуляризации функцио-
нала ошибки обучения.

Решение задачи аппроксимации, представлен-
ное в форме 1

1
* ( ) ( )m

i ii
F wϕ

=
=∑x x   (с укороченным

разложением и процедурой определения синапти-
ческих весов wi на основе функционала (28)), дает
основу для построения структуры сети с СФПН,
показанной на рис. 2.

Структура сети по расширенной концепции
(СРК) сходна с общим типом сети с регуляризаци-
ей функционала (ОТСР), но имеет существенные
различия с ней.

• Число нейронов в скрытом слое СРК равно
m1  и обычно значительно меньше числа N образ-
цов, доступных для обучения НС, тогда как число
нейронов в скрытом слое ОТСР равно в точности
N.
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• У  СРК (рис. 2) веса выходного слоя (w1,…,
wm1), положение центров СПФН и взвешивающая
матрица являются неизвестными и входят в состав
параметров, значения которых определяются в про-
цессе обучения сети. Напротив, у ОТСР функции
СФПН известны и определяются функциями Грина.
Центры этих ФГ находятся в точках  обучающей
выборки и единственно неизвестными параметрами
у ОТСР (которые определяются  при обучении) яв-
ляются линейные веса выходного слоя.

4. ТОЧНОСТЬ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ СЕТИ
ПРИ МЕТОДЕ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ

И ОЦЕНКА ПАРАМЕТРА  λ

В процедурах, связанных с методом регуляри-
зации сети с СФПН, с анализом  среднеквадратич-
ной ошибки НС и ее контролем, существенную
роль играет параметр λ.  Подход к оценке  λ удоб-
но показать, используя в качестве модели задачу
нелинейной регрессии, в которой выход НС yi  на
входной вектор-сигнал xi определяется соотноше-
нием

( ) , 1,2,..., ,i i iy f i Nε= + =x            (33)

где ( )if x  — гладкая зависимость; εi — отсчеты
белого шума с нулевым средним и дисперсией σ2,
т. е. 2E[ ] 0 ; E[ ]i i k ikiε ε ε σ= ∀ = δ  (здесь Е — сим-
вол оператора матожидания, δik — символ Кроне-
кера), а задача состоит в восстановлении функции

( )if x  из заданного класса на основе использова-
ния обучающих данных 1,2,...,{( , )}i i i Ny =x .

Если ( )iFλ x  — это оценка ( )if x  по методу ре-
гуляризации для некоторой величины параметра λ,
то ( )iFλ x  минимизирует функционал, составлен-
ный для задачи нелинейной регрессии в виде:

2 2
1

E( ) (1/ 2) [ ( )] ( / 2) || D ( ) ||N
i i ii

F y F Fλ
=

= − +∑ x x . При
этом выбор подходящего значения λ  должен
уравновешивать относительную значимость двух
требований к функционированию обученной НС:

• Обеспечение гладкости F(x), предусмот-
ренной заданием вида дифференциального опера-
тора D.

wo

wm1

wi

….

w1

….

F*(x)

     Выходной
        слой

….

….

ϕ1

ϕ

ϕ

….

x1

x2

xm0-1

xm0

       Входной
         слой

                Скрытый слой
                (m1 элементов)

 ϕ=1

Рис. 2.  Cеть с укороченным разложением F*(x) по СФПН (на основе расширенной концепции сетей
с регуляризацией). Дополнительный элемент скрытого слоя, не зависящий от данных, обеспечивает
смещение w0   для нейрона выходного слоя
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• Обеспечение желательно меньшей суммар-
ной квадратичной ошибки 2

1
[ ( )]N

i ii
y F

=
−∑ x , ис-

точником которой служит неполнота соответствия
данных и модели регрессионной зависимости
с предусмотренной гладкостью.

Представление ( )kFλ x  на обучающем векторе
xk (через набор наблюдаемых значений {yi}i=1,2,…,N )
в виде 

1
( ) ( )N

k ik ii
F a yλ λ

=
=∑x  при использовании

векторно-матричных обозначений принимает
форму соотношения (34):

( ) ,λ λ=F A y                                (34)

где

T T
;1 2 1 2

11 1

1

[ ( ), ( ),..., ( )] ; [ , ,..., ]

...
( ) ... ... ... .

...

N N

N

N NN

F F F y y y

a a

a a

λ λ λ λ

λ

= =

 
 =  
  

F x x x y

A

Аналогичным образом при использовании
(в качестве обозначения) вектора отсчетов функ-
ции T

1 2[ ( ), ( ),..., ( )]Nf f f=f x x x  модели регрессии
в точках обучающей выборки может быть пред-
ставлена среднеквадратичная ошибка R(λ), опре-
деленная как 2

1
( ) (1/ ) [ ( ) ( )]N

i ii
R N f Fλλ

=
= −∑ x x , в

виде

( ) 2 21 1|| || || ( ) ||R
N Nλλ λ= − = −f F f A y .        (35)

Таким же способом получается эквивалентное
векторное представление выражения (33):

[ ]T, где вектор , ,...,ε ε ε= + ≡y f ε ε .

Проделанные преобразования позволяют при-
дать среднеквадратичной ошибке R(λ) форму,
удобную для получения для нее определенных ха-
рактеристик:

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2

2

T

2

1/ || ||

1/ || ||

2 /

1/ || || ,

R N

N

N

N

λ λ λ

λ

λ λ

λ

= − − =

= − −

− − +

+

I A f A ε

I A f

ε A I A f

A ε        (36)

N N×
I — матрица тождественного преобразования.
При этом путем применения к (36) оператора

математического ожидания (E) получается оценка

средней величины R(λ)12):

( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2

E

1/ || || / tr .

R

N N

λ

λ σ λ

  = 
= − +I A f A      (37)

В связи с тем, что для оценки ( )E R λ    по (37)
требуется знание регрессионной функции f(x) (ко-
торую требуется восстановить средствами НС),
Кравеном и Вахбой (Craven, Wahba) [20] введено
определение следующей аппроксимации ˆ( )R λ :

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

2

22 2 2

ˆ 1/ || ||

( / ) tr ( / ) tr .

R N

N N

λ λ

σ λ σ λ

= − +

  + − −   

I A y

A I A   (38)

ˆ( )R λ  является несмещенной оценкой; { }ˆE ( )R λ =

{ }E ( )R λ= ; минимизация  ˆ ( )R λ  дает хорошую
оценку параметра регуляризации λ.

Для практики применения сетей с СПФН по
методу регуляризации важным является предло-
женный в [20] метод перекрестной проверки-
подтверждения (ППП). На основе этого метода
осуществляется процедура оценки неизвестной
дисперсии шума σ2, которая необходима для опре-
деления  ˆ ( )R λ с помощью выражения (38). Метод
ППП имеет две разновидности — простую и рас-
ширенную.

• В простой форме метода при минимизации
функционала 2 2

1
E( ) [ ( )] ( /2) || D ( ) ||N

i i ii
F y F Fλ

=
= − +∑ x x

определяется [ ]kFλ , соответствующая [ ]min E k

F
, где

[ ] 2 2
1,

E [ ( )] ( / 2) || D ( ) ||Nk
i i ii i k

y F Fλ
= ≠

= − +∑ x x , т. е.

для функционала [ ]E k , в котором исключена обу-
чающая пара (xk,yk). Способность [ ]kFλ  предсказы-
вать все точки данных оценивается как средняя
ошибка их предсказания

[ ] 2
0 1
( ) (1/ ) [ ( )]N k

k kk
V N y Fλλ

=
= −∑ x .          (39)

Это выражение зависит только от данных.
Процедуры получения функции V0 и способ оцен-

                                                
12) Необходимые для этого преобразования основаны на
том, что квадрат нормы вектора равен скалярному про-
изведению ||f ||2 = ( f, f ); норма ( )( ) 2|| ||λ−I A f  не являет-
ся случайной и оператор  E на нее не влияет.

( ) ( )( ){ }TE 0λ λ− =ε A I A , т. к. { }TE 0=ε . По правилам

матричной алгебры ( ){ } ( ) ( ){ }T 2 T TE || || E tr[ ]λ λ λ= =A ε A A εε

( ) ( ) ( )2 T 2 2tr[ ] tr[ ];σ λ λ σ λ= =A A A  поскольку tr[ ] =BC
tr[ ]= CB , ( ) ( ) ( )T 2tr[ ] tr[ ]λ λ λ=A A A .
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ки λ, основанный на минимизации V0, составляют
обычную форму метода ППП.

• Расширенная форма метода для получения
V0(λ) использует три положения.

1) Если точку данных yk заменить ее предска-
зателем [ ] ( )k

kFλ x , то минимизация регуля-
ризованного функционала E( ) (1/ 2)F = ×

2 2
1
[ ( )] ( / 2) || D ( ) ||N

i i ii
y F Fλ

=
× − +∑ x x  с ис-
пользованием данных {y1, y2,…, yk–1, yk,
yk+1,…, yN} в качестве решения дает

[ ] ( )k
kFλ x .

2) Для каждого входного вектора xk функция
[ ] ( )kFλ x , минимизирующая функционал
[ ] ( )kFλ x , линейно зависит от yk.

3) Из положений 1) и 2)  следует справедли-
вость соотношения [ ] ( ) ( )k

k kF Fλ λ= +x x

[ ] ( )( ( ) )k k
k k

k

FF y
y

λ
λ

∂+ −
∂

xx , а учитывая, что

( )k
kk

k

F a
y

λ∂ =
∂

x  (поскольку ( )kFλ =x

1
( )N

ik ii
a yλ

=
=∑ ), это соотношение можно
решить относительно [ ] ( )k

kFλ x  и предста-
вить эту функцию в виде (40):

[ ] ( )

( ) ( ) ( ) .
1 ( ) 1 ( )

k
k

k kk k k k
k

kk kk

F

F a y F y y
a a

λ

λ λλ
λ λ

=

− −
= = +

− −

x

x x
      (40)

Подстановка (40) в (39) дает новую форму
V0(λ):

2

0 1

( )( ) (1/ )
1 ( )

N k k
k

kk

F yV N
a

λλ
λ=

 −=  − 
∑ x .            (41)

Чтобы уменьшить влияние различия множите-
лей 1(1 ( ))kka λ −−  на взвешивание ошибок аппрок-

симации ( ( )k kF yλ −x ) в выражении (41) для V0(λ),
расширенный метод ППП использует процедуру
вращения координат.  При этом модифицирован-
ная функция V(λ) отличается от обычной формы
(41) введением весовых коэффициентов ωk:

2

,
1

2

( )( ) (1/ )
1 ( )

1 ( ) .
(1/ ) tr[ ( )]

N k k
kk

kk

kk
k

F yV N
a

a
N

λλ ω
λ

λω
λ

=

 −
=  − 

 −=  − 

∑ x

I A

          (42)

Таким образом, после  преобразования числи-
теля в (42) с использованием соотношения

1
( ) ( )N

k ik ii
F a yλ λ

=
=∑x  расширенный метод ППП

предлагает функцию V(λ) (минимизация которой
определяет величину параметра регуляризации λ)
в виде

{ }
2

2
(1/ )||[ ( )] ||( )
(1/ ) tr[ ( )]

NV
N

λλ
λ

−=
−

I A y
I A

.                   (43)

Согласно [20], при больших N среднеквадра-
тичная ошибка R(λ) при значении λ, полученном
по расширенному методу ППП, приближается
к минимально возможному значению.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлены элементы теории и аналитиче-
ские процедуры, составляющие методологию се-
тей с (сферически) симметричной функцией пре-
образования нейронов (СФПН). Особенность
структуры таких нейронных сетей (НС) состоит в
использовании двух принципов:

• локализации элементов скрытого слоя
(нейронов) в многомерном пространстве, размер-
ность которого соответствует размерности вход-
ной информации (размерности аргумента аппрок-
симируемой функции, распознаваемых образов,
объектов с отслеживаемой или управляемой по
модели траекторией);

• зависимости СФПН от (нормы) разности
входного вектор-сигнала и вектора локализации,
фиксирующего каждый нейрон скрытого слоя НС
в пространстве параметров анализируемой ин-
формации.

Специфика методологии сетей с СФПН опре-
деляется некоторой сложностью аналитических
преобразований, составляющих ее основу и отно-
сящихся к (нетрадиционным для прикладных ме-
тодов обработки сигналов в ИИС) разделам функ-
ционального анализа, математической физики и
теории решения некорректно поставленных (как
правило, обратных) задач.

Краткая сводка процедур и преобразований,
связанных с основами методологии включает:

• Введение нелинейных преобразований про-
странства параметров входного вектора НС,
улучшающих разделимость объектов при распо-
знавании образов — получение линейной разде-
лимости на классы с помощью (гипер-)плоскостей
вместо сложных гиперповерхностей. Этот прин-
цип имеет приложение также при преобразовании
нелинейной фильтрации в более простую задачу
линейной фильтрации.

• Анализ задачи интерполирования с исполь-
зованием сети со сферически СФПН и особенно-
сти алгоритма обучения, связанные с переобучен-
ностью НС.
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• Элементы процедуры регуляризации по ме-
тоду А.Н. Тихонова для плохо обусловленной за-
дачи.

• Схему применения метода регуляризации
при получении корректного решения задач для се-
тей с СФПН. Анализируемый подход состоит в
расширении критерия (функционала) качества
обучения НС путем введения аддитивной компо-
ненты в виде регуляризирующего функционала
(РФ). РФ представляет квадрат нормы преобразо-
ванной дифференциальным оператором (ДО) ап-
проксимируемой функции. При этом ДО и сам РФ
отражает априорные представления о гладкости
восстанавливаемой функциональной зависимости,
а специально вводимый множитель при РФ (назы-
ваемый параметром регуляризации) определяет
относительную значимость показателя ошибок НС
и требования к гладкости решения — функции,
определяемой сетью после обучения.

• Аналитические преобразования, связанные
с получением решения для НС с изотропной фор-
мой СФПН в виде гауссиана, включающие  мини-
мизацию критерия общего вида  (с РФ) и исполь-
зующие процедуры для дифференциала Фреше,
определение функций Грина (ФГ) и представление
аппроксимируемой функции в виде разложения по
ФГ.

• Метод получения решений для сетей с изо-
тропными СФПН в виде многомерных гауссианов,
показанный как в основной, так и в расширенной
формах, последняя из которых использует НС с
существенно меньшим числом нейронов.

• Рассмотрение подхода к определению ве-
личины параметра регуляризации, использующего
критерий среднеквадратичной ошибки НС, и ме-
тода перекрестной проверки-подтверждения
(ППП). Метод ППП описан в простом и расши-
ренном вариантах.

Основные идеи, методы и аналитические про-
цедуры, описанные выше, разработаны Ковером,
Микчели, Квоком и Йонгом, А.Н. Тихоновым, Че-
ном и Чангом, Хэйкиным, Поггио, Кравеном и
Вахбой [1, 3, 5, 7, 11, 15, 19, 20].
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METHODOLOGY  OF  NETWORKS  WITH  SYMMETRICAL
TRANSFORMATION  FUNCTIONS  FOR  NEURONS

A. V. Merkusheva, G. F. Malychina

Saint-Petersburg

The basic methodology of networks with symmetrical transformation functions for neurons (STFN) is pre-
sented. Such neural networks (NN) find application in the problems of approximation, pattern recognition, sys-
tems (objects) identification, controller designing, noise level lowering for signals in information-measurement
systems. The characteristic property of NN structure is the localization of hidden-layer elements in the multidi-
mensional vector space (whose dimension is identical to the input information dimension) and the presence of
STFN depending on the (metric) norm of the difference between the hidden-layer element localization vectors
and the input signal-vector. The paper presents the applied theory elements for pattern recognition using a net-
work with STFN; NN learning criteria on the basis of a functional regularized with the aid of A.N. Tikhonov’s
method; a general form of approximation and interpolation functions (obtained on the basis of those criteria)
using Green’s scheme for the inverse problem generated by transformation with a differential operator; a
method for regularization parameter selection.


