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КОМПЬЮТЕРНОЕ  МОДЕЛИРОВАНИЕ
ГАЗОНАПОЛНЕННЫХ  СЕПАРАТОРОВ.
II. ФЛУКТУАЦИИ  ИОННОГО  ЗАРЯДА

Предложена математическая модель флуктуации ионного заряда при столкновениях с молекулами газа, учи-
тывающая процессы захвата одного электрона и процессы потери одного или двух электронов, являющаяся
простейшим обобщением модели одноэлектронных процессов флуктуации и приводящая к асимметрии рав-
новесных зарядовых распределений. Показано, что в случае симметричных зарядовых распределений ионов
в пучке флуктуации ионного заряда приводят к увеличению среднего радиуса кривизны траектории иона в
магнитном поле. Для зарядовых распределений с асимметрией средний радиус кривизны траектории в маг-
нитном поле может как увеличиваться, так и уменьшаться. На основе численного моделирования движения
ионов в газонаполненных сепараторах показано, что учет двухэлектронных процессов приводит к сущест-
венному изменению пространственных распределений ионов пучка в фокальной плоскости сепаратора.

ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа, являющаяся продолжением
работы [1], посвящена построению математиче-
ской модели флуктуации ионного заряда при дви-
жении быстрой заряженной атомной частицы в га-
зовой среде ионно-оптических трактов газонапол-
ненных сепараторов.

Флуктуации заряда наряду с угловым рассеяни-
ем ионов при многократных столкновениях с мо-
лекулами газа вносят основной вклад в уширение
ионного пучка. В основном этими факторами оп-
ределяется разрешение газонаполненного сепара-
тора [2]. Определенный, но существенно меньший
вклад в размеры фокального пятна вносит разброс
ионов по скоростям и скоростная зависимость
среднего равновесного заряда. Все эти факторы
неустранимы в силу самого принципа действия га-
зонаполненного сепаратора. Поэтому построение
адекватных и эффективных математических моде-
лей указанных процессов является определяющим
при создании компьютерной модели газонапол-
ненного сепаратора.

В разработанных к настоящему времени мате-
матических моделях газонаполненных сепарато-
ров процессы флуктуаций ионного заряда тракту-
ются либо в одноэлектронном приближении [3, 4],
либо вообще не обсуждаются [5]. Учет захвата
и потери ионом только одного электрона при при-
нятой в работах [3, 4] аппроксимации сечений
этих процессов приводит к симметричным рас-
пределениям по зарядам ионов в пучке. Между
тем экспериментальные данные свидетельствуют
о наличии заметной асимметрии в равновесных
зарядовых распределениях ионов в МэВ-
диапазоне энергий при их прохождении через ве-

щество [6–8]. Кроме того, в указанном диапазоне
энергий сечения потери ионом двух и более элек-
тронов при столкновении с молекулой газа стано-
вятся сравнимыми с сечениями захвата и потери
одного электрона [6].

В настоящей работе предлагается математиче-
ская модель флуктуации ионного заряда при
столкновениях с молекулами газа, учитывающая
процессы захвата одного электрона и процессы
потери одного или двух электронов. Исследуется
влияние флуктуации ионного заряда на распреде-
ление ионов пучка в фокальной плоскости сепара-
тора.

СРЕДНИЙ РАДИУС КРИВИЗНЫ
ТРАЕКТОРИИ В МАГНИТЕ

В дипольном магните радиус кривизны траек-
тории иона массы m с зарядом q равен

qBmv /=ρ ,                             (1)

где v — составляющая скорости иона, ортогональ-
ная вектору магнитной индукции B. Пусть

qqq n ∆+= , где nq  — номинальное значение за-
ряда, соответствующее магнитной жесткости, на
которую настроен дипольный магнит. Обычно на-
стройка ведется на величину среднего равновесно-
го заряда qqn = .

Полагая 1/ <<∆ nqq  и раскладывая (1) в ряд
Тейлора в окрестности nq , имеем
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где Bqmv nn /=ρ  — номинальное значение ра-
диуса кривизны траектории. Усредняя по распре-
делению заряда и учитывая, что qqn = , получаем

∑
∞

=

∆−=
0

)/(
k

k
n qqρρ .

Для симметричного относительно среднего
значения распределения заряда при нечетных зна-
чениях k выполняется 0)( =kq∆ , и в сумме оста-
ются только положительные слагаемые. Поэтому

nρρ > , и превышение среднего радиуса кривизны
по сравнению с номинальным значением тем
больше, чем меньше среднее равновесное значе-
ние заряда и чем шире распределение. Заметим,
что торможение ионов в газе приводит к умень-
шению радиуса кривизны траектории, и в этом
смысле потери энергии и симметричные флуктуа-
ции заряда — противоположно действующие фак-
торы.

Для несимметричных распределений (с отлич-
ными от нуля нечетными центральными момента-
ми) среднее значение радиуса кривизны траекто-
рии может быть как больше, так и меньше номи-
нального значения.

Приведенное выше рассмотрение свидетельст-
вует о необходимости разработки в рамках общей
модели газонаполненного сепаратора математиче-
ской модели флуктуации ионного заряда, учиты-
вающей многоэлектронные процессы, приводящие
к асимметрии равновесного распределения заря-
дов в пучке.

КИНЕТИКА ФЛУКТУАЦИЙ ИОННОГО ЗАРЯДА

При движении иона со скоростью v в газовой
среде флуктуации его заряда описываются кине-
тическим уравнением

)](),()(),([
d

)(d
tFqqtFqq

t
tF

qq
qq

q ′−′= ′
≠′
∑ αα , (2)

где )(tFq  — вероятность зарядового состояния q

в момент времени t, ∑ =
q qF 1 ; =′ ),( qqα

vqqn ),( ′= σ  — частота столкновений иона с мо-
лекулой газа с переходом из зарядового состояния
q′  в зарядовое состояние q, ),( qq′σ  — соответст-
вующее сечение перехода, n — концентрация мо-
лекул среды. Величину qF  можно считать долей
ионов в пучке в зарядовом состоянии q.

Следует отметить, что сечение перехода
),( qq′σ , входящее через ),( qq′α  в уравнение (2),

относится к основному состоянию иона. Это на-

кладывает ограничение на плотность газовой сре-
ды: она должна быть достаточно мала, чтобы
среднее время между столкновениями α/1  было
больше времени релаксации иона, возбужденного
в результате предыдущего столкновения. В про-
тивном случае в уравнении (2) необходимо учиты-
вать зависимость сечения перехода от электронно-
го состояния иона. Вопрос о влиянии плотности
газовой среды на средний равновесный ионный
заряд обсуждался в работе [9].

Если скорость иона постоянна, то удобнее
в уравнении (2) от времени перейти к величине

tvnx =  — "толщине" мишени. Тогда
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Равновесное, не зависящее от x зарядовое рас-
пределение )()( ∞≡ qFqF  определится из соотно-
шения

0)](),()(),([ =′−′′∑
≠′

qFqqqFqq
qq

σσ , (3)

Кроме того, для равновесного распределения
при произвольной фиксированной величине заря-
да q должно выполняться

[ ]∑
′′≤<′

=′′′′′−′′′′
qqq

qqqFqqqF 0),()(),()( σσ . (4)

Отсюда, если ограничиться одноэлектронными
процессами, когда 1=−′ qq , для равновесного
распределения )(0 qF  получаем

)1()1()()( 00 ++= qqFqqF cl σσ , (5)

где )(qcσ  — сечение захвата, а )(qlσ  — сечение
потери одного электрона.

Если, следуя работам [3, 4], принять экспонен-
циальную аппроксимацию для сечений:

)),(exp()(
));(exp()(

0

0

qqaAq
qqaAq

lll

ccc

−−=
−=

σ
σ

(6)

то соотношению (5) удовлетворяет гауссово рас-
пределение [6]

}2/)(exp{)2/1()( 2
000 dqqdqF −−= π , (7)

где

lc aad +=2
0/1 , ]2/)exp[( lccl aaAA −= . (8)

В этих формулах q — текущее значение заряда,
0qq =  — среднее равновесное значение заряда

иона, 0d  — стандартное отклонение гауссова рас-
пределения.
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Простейшим обобщением модели одноэлек-
тронных процессов флуктуации ионного заряда
является дополнительный учет процессов потери
двух электронов. Как отмечалось в работах [6–8],
такой процесс является весьма вероятным в МэВ-
диапазоне энергий.

Обозначим сечение потери ионом в столкнове-
нии двух электронов )(2 qlσ . Тогда соотношение
(4) для равновесного распределения принимает
вид

[ ]
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)1()1()()()( 22
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Отсюда, учитывая соотношение (5), имеем
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Второе слагаемое в правой части соотношения
(9) зависит от сечений потери двух электронов.
Поскольку это слагаемое положительно, равно-
весное распределение )(qF при mqq <  растет бы-
стрее, а при mqq >  убывает медленнее соответст-
вующего гауссова распределения (7). Это приво-
дит к сдвигу среднего равновесного заряда q  от-
носительно 0q  и к появлению асимметрии в рав-
новесном распределении.

Естественно предположить, что сечение )(2 qlσ
потери двух электронов, как и сечение )(qlσ  по-
тери одного электрона, убывает с ростом величи-
ны положительного заряда иона q: вероятность
отрыва последующих электронов от иона при
столкновении уменьшается с уменьшением числа
оставшихся электронов. Поэтому в качестве ап-
проксимации )(2 qlσ  примем выражение, анало-
гичное выражению (6):

))(exp()( 0222 qqaAq lll −−=σ . (10)

В соответствии с принятыми аппроксимациями
(6) и (10) в нашей модели имеется семь парамет-
ров 022 ,,,,,, qaAaAaA llllcc , из которых вследствие
соотношений (8) и условия нормировки для веро-
ятностей перехода независимых остается четыре.

РЕЛАКСАЦИЯ ЗАРЯДОВОГО
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ К РАВНОВЕСНОМУ

Представим процесс изменения зарядового со-
стояния иона при движении в газовой среде в виде
однородной цепи Маркова { }Tπ ,0  с числом со-

стояний 1+z . Здесь 0π — вектор распределения
начальных зарядовых состояний, { }ikp=T  —
матрица вероятностей перехода, ikp  — вероят-
ность перехода из состояния с зарядом iq =  в со-
стояние с зарядом kq =  ( zki ,...,1,0, = ), z — атом-
ный номер иона.

Вероятности переходов определятся из соот-
ношений

,)()()(
;)()()(
;)()()(

22 qqqp
qqqp
qqqp

tll

tll

tcc

σσ
σσ
σσ

=
=
=

                   (11)

где

)()()()( 2 qqqq llct σσσσ ++=  — (12)

полное сечение изменения заряда.
В соответствии с выбранной моделью, учиты-

вающей захват ионом одного электрона и отрыв от
него одного или двух электронов (формулы (6)
и (10)), переходная матрица T трехдиагональна:
для каждого данного состояния с 0>= iq  отлич-
ны от нуля вероятности переходов только в со-
стояния с 1−= iq , 1+i , 2+i .

Вектор распределения зарядовых состояний
после n переходов

( ) ( ) 00 πTπTπ
ТnnТ

n == ,

где ТT  — транспонированная матрица перехода.
В соответствии с теоремой об асимптотическом

поведении (см., например, [10], с. 286) в случае
положительной матрицы перехода существует
предельный вектор состояний nn ππ ∞→= lim , не
зависящий от начального состояния 0π . Этот век-
тор является собственным вектором матрицы

( )nТ
n TM ∞→= lim  с характеристическим числом 1.

Матрица М состоит из одинаковых столбцов, каж-
дый их которых совпадает с предельным вектором
зарядовых состояний π .

В нашем случае матрица Т является лишь не-
отрицательной. Однако численные эксперименты
показали, что для широкого диапазона значений
параметров нашей модели предельная матрица М
существует. Скорость сходимости зависит от ве-
личины относительной доли "перемешивающего"
члена )(2 qp l  в матрице перехода.

Задавшись порядком малости элементов мат-
рицы перехода ε , мы фиксируем ее размерность.
В частности, при 410−=ε  размерность матрицы
перехода 9×9, при 510−=ε  — 12×12, при 710−=ε  —
17×17. Примем в качестве критерия установления
процесса сходимости ту же величину ε . Численные
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эксперименты показали, что при  ,lc AA =
2/2 ll AA =  для получения предельной матрицы, а

тем самым и равновесного зарядового распределе-
ния требуется: 20 переходов при 410−=ε , 25 пе-
реходов при 510−=ε  и 35 переходов при 710−=ε .
Если уменьшать долю )(2 qp l , необходимое число
переходов возрастает. Так, при 4/2 ll AA =  и

510−=ε  для достижения равновесного распреде-
ления требуется уже 60 переходов.

Определив матрицу М, мы находим равновес-
ное зарядовое распределение π , для которого
в работе вычислялись среднее значение равновес-
ного заряда q , дисперсия 2d  и коэффициент
асимметрии 2/3

3 / ds µ= , где 3µ  — третий цен-
тральный момент. Именно эти параметры приво-
дятся в качестве экспериментальных данных по
зарядовым распределениям пучков ионов при их
прохождении через вещество [6–8]. Сопоставле-
ние вычисленных нами значений моментов с эти-
ми экспериментальными данными позволяет вы-
брать значения параметров нашей модели.

На рис. 1 в качестве примера представлены
равновесные зарядовые распределения, вычислен-
ные на основе описанной выше методики при

2/   , 2 lllc AAAA == ,  1== lc aa ,  5.02 =la  для
трех значений 0q . Все три распределения имеют
примерно одинаковые ширины: стандартное от-
клонение 1.1=d  и заметный коэффициент асим-
метрии 28.0=s . Заметим, что для одноэлектрон-
ного приближения с гауссовым равновесным рас-
пределением (7) соотношение (8) для выбранных
значений параметров дает 0.10 =d  и .00 =s

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ИОНОВ В ПЛОСКОСТИ
ПРИЕМНИКА СЕПАРАТОРА

Модель флуктуации ионного заряда является
составной частью компьютерной модели газона-
полненного сепаратора. Она реализована в виде
монте-карловской процедуры. При влете иона
в газонаполненный тракт сепаратора ему случай-
ным образом приписывается заряд в соответствии
с экспериментально определенным начальным за-
рядовым распределением. Заряд иона постоянен
на длине свободного пробега l, которая генериру-
ется в соответствии с соотношением  Rl lnλ−= ,
(R — равномерно распределенное на промежутке
[0,1) случайное число). В точке столкновения за-
ряд иона изменяется в соответствии с вероятно-
стями перехода (11).

В нашей модели параметром является средняя
длина свободного пробега ,λ  которая связана

с полным сечением tσ  процесса изменения заряда
(12) и с концентрацией n молекул газа соотноше-
нием )/(1 tnσλ = . В программе задается λ  и от-
ношение между амплитудами сечений cA , lA
и lA2  в соотношениях (6) и (10).

Экспериментальные оценки [11] показыва-
ют, что тяжелый ион со средней энергией в не-
сколько десятков МэВ при движении в газе при
давлении  p = 1 торр  ( 316 см103 −×≈n )  изменяет

Рис. 1. Равновесные зарядовые распределения
)(qπ  при 2/   , 2 lllc AAAA == ,  1== lc aa ,

5.02 =la  для различных значений 0q : а — 4,
б — 6, в — 8

π(q)

π(q)

π(q)

q

q

q

а

б

в
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Рис. 2. Распределение ионов в области приемника
газонаполненного сепаратора в вертикальном (Y) и
в горизонтальном (Z) направлениях при

22 === llc aaa (узкое зарядовое распределение)
без учета двухэлектронных процессов (а, б) и с
учетом двухэлектронных процессов (в, г)

Рис. 3. Распределение ионов в области прием-
ника газонаполненного сепаратора в вертикаль-
ном (Y) и в горизонтальном (Z) направлениях
при 4.02 === llc aaa (широкое зарядовое
распределение) без учета двухэлектронных
процессов (а, б) и с учетом двухэлектронных
процессов (в, г)

свое зарядовое состояние при атомных столкнове-
ниях  100–1000 раз на 1 м пути. Это означает, что
длина свободного пробега λ  лежит в пределах
0.1–1.0 см.

На рис. 2 и 3 представлены рассчитанные гис-
тограммы пространственного распределения ио-
нов с массой 254 а.е. после прохождения сепара-
тора, заполненном водородом с давлением 1 торр.
Сепаратор построен по схеме vhQDQ  и состоит из
дипольного магнита D и расположенных за ним
квадрупольных линз, фокусирующих в горизон-
тальном ( hQ ) и в вертикальном ( vQ ) направлени-
ях. Ионно-оптическая схема и геометрические

размеры соответствуют газонаполненному сепара-
тору Лаборатории ядерных реакций ОИЯИ (Дуб-
на) [5]. Длина первого бесполевого промежутка
в нем составляет 39.5 см, поэтому равновесное за-
рядовое распределение ионов устанавливается уже
до входа в дипольный магнит.

Гистограммы распределений рассчитаны
в плоскости приемника в горизонтальном (Y —
в плоскости дисперсии) и в вертикальном (Z) на-
правлениях. Диапазон изменения координат Y и Z
одинаков: –100÷100 мм. Значения параметров се-
чений изменения заряда 0.22 === llc aaa
(рис. 2)  соответствуют  узкому  равновесному

Y Z Y Z

Y

Y

Z Z

а б а б

в г в г
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зарядовому распределению: соответствующее га-
уссово распределение при одноэлектронных про-
цессах имеет стандартное отклонение 5.00 =d .
Значения параметров 4.02 === llc aaa  (рис. 3)
соответствуют широкому равновесному зарядово-
му распределению — 1.10 =d .

Первый ряд гистограмм (а, б на рис. 2 и 3) соот-
ветствует одноэлектронным процессам ( 02 =lA ).
Второй ряд гистограмм (в, г на рис. 2 и 3) соответ-
ствует дополнительному учету потери двух элек-
тронов. Отметим кардинальное изменение гисто-
грамм: Y- и Z-распределения уширились и Y-
распределение сместилось в сторону меньших
значений.

Уширение пространственных распределений
обусловлено уширением равновесных зарядовых
распределений при учете двухэлектронных про-
цессов. Характеристики равновесных зарядовых
распределений на входе в дипольный магнит для
узкого зарядового распределения (рис. 2):

7.60 =q , 5.00 =d , 00 =s  — при учете только од-
ноэлектронных процессов; 0.7=q , 86.0=d ,

25.0=s  — при учете двухэлектронных процессов.
Соответствующие характеристики для широкого
зарядового распределения (рис. 3): 7.60 =q ,

1.10 =d , 00 =s  — при учете только одноэлек-
тронных процессов; 6.7=q , 4.1=d , 14.0=s  —
при учете двухэлектронных процессов. Таким об-
разом, учет потери двух электронов приводит
к увеличению среднего заряда и дисперсии рас-
пределения и к появлению отличной от нуля
асимметрии.

Сдвиг Y-распределений в сторону меньших
значений обусловлен двумя причинами. Во-
первых, описанным в первом разделе работы
уменьшением среднего радиуса кривизны траек-
тории ионов в дипольном магните в случае нали-
чия асимметрии в зарядовом распределении по
сравнению со средним радиусом кривизны траек-
тории ионов с симметричным зарядовым распре-
делением при прочих равных условиях. И, во-
вторых, увеличением среднего равновесного заря-
да при учете двухэлектронных процессов по срав-
нению со средним равновесным зарядом при учете
только одноэлектронных процессов.

ВЫВОДЫ

1. В случае симметричных зарядовых распре-
делений ионов в пучке флуктуации ионного заряда
приводят к увеличению среднего радиуса кривиз-
ны траектории иона в магнитном поле. Для заря-
довых распределений с асимметрией средний ра-
диус кривизны траектории в магнитном поле мо-

жет как увеличиваться, так и уменьшаться.
2. Предложена математическая модель флук-

туации ионного заряда при столкновениях с моле-
кулами газа, учитывающая процессы захвата од-
ного электрона и процессы потери одного или
двух электронов. Эта модель, являющаяся про-
стейшим обобщением модели одноэлектронных
процессов флуктуации, приводит к существенно-
му изменению равновесных зарядовых распреде-
лений, включая появление асимметрии в распре-
делениях, отсутствующей в модели одноэлектрон-
ных процессов.

3. На основе численного моделирования дви-
жения ионов в газонаполненных сепараторах по-
казано, что учет двухэлектронных процессов при-
водит к уширению пространственных распределе-
ний ионов пучка в фокальной плоскости сепарато-
ра и к их сдвигу, что необходимо учитывать при
калибровке компьютерной модели газонаполнен-
ного сепаратора.
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COMPUTER  SIMULATION  OF  GAS-FILLED  SEPARATORS.
II. ION  CHARGE  FLUCTUATIONS

S. S. Olennikova, A. P. Shcherbakov

Institute for Analytical Instrumentation RAS, Saint-Petersburg

The paper presents a mathematical model of ion charge fluctuations at collisions with gas molecules, which
takes into account one-electron trapping and one- or two-electron loss effects. The model is the simplest gener-
alization of the single-electron fluctuation model and gives asymmetrical equilibrium charge distributions. It is
shown that for symmetrical charge distributions in the ion beam, ion charge fluctuations lead to an increase in
the average radius of curvature of the ion trajectory in a magnetic field. For asymmetrical charge distributions,
this radius may either increase or decrease. The results of numerical modeling of ion motion in gas-filled sepa-
rators show that the allowance for two-electron processes yields substantially different ion distributions in the
beam in the focal plane of the separator.


