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РАСЧЕТ  ТРЕХМЕРНЫХ  ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ  ПОЛЕЙ
МЕТОДОМ  ГРАНИЧНЫХ  ЭЛЕМЕНТОВ  С  ВЫДЕЛЕНИЕМ

СИНГУЛЯРНОСТЕЙ  ЯДРА  ОКОЛО  ПОВЕРХНОСТЕЙ  ЭЛЕКТРОДОВ

В работе рассмотрена модификация метода граничных элементов, предложенная для вычислений с высокой
точностью (относительная ошибка ≤ 10–5 ) трехмерных электростатических полей при использовании элек-
тродов практически произвольной формы. Продемонстрированы и проанализированы эксперименты с ана-
литическими тестовыми задачами.

ВВЕДЕНИЕ

Хотя на рынке программного обеспечения уже
имеются программы, предназначенные для расче-
та трехмерных электростатических полей [1–8],
особенно точные вычисления в оптике заряжен-
ных частиц по-прежнему требуют более высокой
точности, чем точность, достигаемая этими про-
граммами. Более того, поскольку для всех сторон-
них пользователей эти программы недоступны на
уровне исходных кодов, это затрудняет построе-
ние гибких и быстродействующих специализиро-
ванных приложений на их основе. Чтобы спра-
виться с указанными трудностями, была разрабо-
тана специализированная библиотека модулей,
предназначенная для точного вычисления элек-
тростатических полей методом граничных элемен-
тов, которая может быть интегрирована с про-
граммами пользователя в единый выполняемый
модуль. Предварительное тестирование показыва-
ет, что предложенные численные алгоритмы могут
вычислять электростатическое поле с точностью
10–5 вплоть до поверхности электродов с разум-
ными расходами компьютерной памяти и компью-
терного времени1). Сравнение с другими програм-
мами показало, что на сегодняшний день эта точ-
ность является рекордной (конечно же, при усло-
вии, что разбиение границ на конечные элементы
производится с примерно таким же шагом дискре-
тизации). Численные эксперименты показали, что
сходимость разработанного алгоритма равна
( )4hO , где h  — шаг разбиения поверхностей

электродов на отдельные граничные элементы.
В данной статье описываются некоторые харак-
терные особенности разработанного алгоритма,
которые позволяют достичь таких результатов.
                                                
1) На самом деле в силу специфики метода граничных
элементов точность 10–5 на поверхности электродов
означает, что вдали от электродов точность расчета
много лучше.

1. ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ МЕТОДА
ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Среди общеприменимых известных методов,
предназначенных для решения уравнения Лапласа
и расчета электростатических полей, а именно ме-
тода конечных разностей, метода конечных эле-
ментов и метода граничных элементов, только ме-
тод граничных элементов (он же — метод инте-
гральных уравнений, или метод зарядовой плотно-
сти) обеспечивает необходимую высокую точ-
ность [9]. Хотя с точки зрения классического ма-
тематика метод граничных элементов позволяет
решить уравнение Лапласа со сколь угодно высо-
кой точностью (то есть с нулевой погрешностью
в случае идеальных плотностей заряда), компью-
терные реализации метода неизбежно привносят
численные ошибки. Вот список основных источ-
ников погрешности расчета поля в случае приме-
нения метода граничных элементов.

• Приближенное представление точных гра-
ниц с помощью дискретизованных поверхностей.

• Приближенное представление континуаль-
ной функции — поверхностной плотности заря-
да — с помощью дискретного подмножества до-
пустимых функций, приближенно описывающих
точную плотность поверхностного заряда.

• Отклонения дискретно вычисленных инте-
гральных выражений, используемых в методе гра-
ничных элементов, от математически точных ана-
литических значений интегралов.

• Резкое увеличение погрешности численного
интегрирования вблизи граничных поверхностей
и на граничных поверхностях в силу сингулярного
(нерегулярного) поведения интегрального ядра
около граничной поверхности.
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• Приближенное представление континуаль-
ного граничного условия набором дискретных
коллокационных точек или каким-либо еще дис-
кретизованным аналогом истинного граничного
условия.

• Нарушение истинного граничного условия
(хотя бы и дискретизованного), когда коллокаци-
онные точки или точки, используемые для дискре-
тизованного аналога граничного условия, смеще-
ны относительно своего истинного (геометрически
точного) положения из-за приближенного описа-
ния граничных поверхностей.

• Неточное вычисление значения поверхност-
ной плотности зарядов, которое вытекает из при-
ближенного вычисления коэффициентов системы
линейных уравнений (и обусловлено совместным
влиянием всех описанных выше погрешностей),

• Увеличение влияния неточности вычисле-
ния поверхностного заряда для точек, располо-
женных вблизи граничных поверхностей, в силу
увеличения весовой функции (интегрального ядра)
в этих точках.

• Увеличение погрешности в аппроксимации
"истинной" плотности заряда вблизи краев элек-
тродов, которое является следствием сингулярного
поведения плотности заряда в этих точках (поэто-
му плотность нельзя приблизить непрерывными
дискретизованными поверхностными функциями
без потери устойчивости метода, если не прини-
мать специальных мер).

• Ошибочность данной модели метода гра-
ничных элементов применительно к данной гра-
ничной задаче, которая возникает из-за того, что
определенные математические особенности гра-
ничной задачи не были приняты программистом
во внимание (в частности, с помощью поверхно-
стной плотности заряда нельзя представить трех-
мерный потенциал, который во всем трехмерном
пространстве является отличной от нуля констан-
той).

Хотя некоторые из этих погрешностей, по-
видимому, являются неизбежными (например, по-
грешность, связанная с приближенным представ-
лением в компьютере истинных вещественных
чисел), многие погрешности являются следствием
чрезмерно упрощенной численной модели и могут
быть устранены или уменьшены за счет более
тщательных математических выкладок. Анализ
численных алгоритмов,  использованных разными

авторами, показывает, что очень часто излишне
примитивная численная модель порождается
именно стремлением обойти математические
трудности, возникающие при "математически ис-
тинном" описании граничных поверхностей и по-
верхностной плотности зарядов. То есть сам по
себе формализм метода граничных элементов
сплошь и рядом оказывается более мощным инст-
рументом, чем его конкретная компьютерная реа-
лизация (причем не все компьютерные упрощения,
использованные при реализации программного
кода, на самом деле являются необходимыми).

Рассмотрим более подробно численную модель
метода граничных элементов, взятую в самом об-
щем случае, и посмотрим, какие из упрощений
на самом деле являются необходимыми (или по
крайней мере кажутся таковыми с уровня наших
сегодняшних представлений о возможностях ком-
пьютеров, численных методов и аналитических
математических формул). Предположим, что
в бесконечном трехмерном пространстве имеется
поверхность Ω . Без особого уменьшения общно-
сти модели можно предположить, что эта поверх-
ность описывается параметрическим представле-
нием вида
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то есть для каждой точки ),( qp  в пространстве
параметров (будем считать, что ),( qp  принадле-
жит некоторой прямоугольной области

bbbb qqqppp ≤≤≤≤ , , специфичной для дан-
ной поверхности Ω ) мы можем вычислить трех-
мерную точку ),,( ZYX , которая принадлежит
поверхности Ω , а также вычислить касательные
вектора, нормальный вектор и другие дифферен-
циально-геометрические элементы поверхности,
если они будут нам необходимы.

Предположим теперь, что на поверхности Ω
задана поверхностная плотность зарядов ),( qpσ .
Зная эту функцию, мы можем с помощью класси-
ческих интегральных выражений для любой точки
трехмерного пространства вычислить потенциал
и компоненты вектора напряженности электриче-
ского поля, обусловленные данной плотностью
зарядов:
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Соответственно, если имеются несколько гра-
ничных поверхностей и на каждой из них известна
поверхностная плотность зарядов, эти интеграль-
ные выражения попросту суммируются вдоль со-
вокупности рассматриваемых поверхностей.

Хотя в начале нашего вычислительного про-
цесса мы и не знаем поверхностную плотность за-
рядов, но нам известны граничные условия (на-
пример, значения потенциала), заданные на по-
верхностях. Эта информация в принципе позволя-
ет восстановить поверхностные плотности зарядов
(процедура, как это можно сделать, описывается,
например, в [10]). А как только плотность зарядов
становится известной, для произвольной точки

),,( zyx  трехмерного пространства с помощью
приведенных выше интегральных формул можно
вычислить потенциал и компоненты напряженно-
сти электростатического поля (предполагая, что
трудности с вычислением интегралов отсутству-
ют).

На этой стадии анализа метода граничных эле-
ментов единственное упрощение, которое мы вве-
ли, это предположение, что для заданной гранич-
ной задачи требуемая плотность зарядов сущест-
вует, а соответствующие интегралы существуют и
могут быть вычислены. Кроме хорошего фунда-
мента в виде физической интуиции, которая под-
сказывает, что для любых физически корректных
граничных задач поверхностная плотность зарядов
должна существовать, имеются строгие математи-
ческие теоремы, обосновывающие, что для опре-
деленных классов граничных задач поверхностная
плотность зарядов, с помощью которой можно по
интегральным формулам вычислить решение
уравнения Лапласа в любой точке пространства,
действительно существует. Поэтому, хотя мы и
можем сконструировать решения уравнения Лап-
ласа, для которых не существует порождающей их
плотности поверхностного заряда (например, к
таким функциям относятся гармонические поли-
номы, которые стремятся к бесконечности в бес-
конечно удаленной точке ∞→++ 222 zyx ), эти

функции редко могут представлять для нас инте-
рес, поскольку не соответствуют какому-либо фи-
зически реальному электростатическому полю.

Итак, можно считать, что до сих пор в матема-
тической модели метода граничных элементов нет
упрощений, и если мы знаем поверхностную
плотность зарядов точно, то это дает нам возмож-
ность вычислить поле в любой точке пространства
также точно. В следующих разделах будет про-
анализировано, какие упрощения этой модели яв-
ляются необходимыми (или по крайней мере ка-
жутся таковыми) для того, чтобы задача могла
быть решена компьютером, а какие оказываются
лишними, если надлежащим образом проработать
математическую модель численного алгоритма.

1.1. Поверхности
Типичное упрощение, к которому прибегают

многие авторы — разбиение исходной поверхно-
сти на отдельные сегменты, для которых можно
относительно легко вычислить интегралы от по-
верхностной плотности заряда (возможно, при до-
полнительном предположении, что поверхностная
плотность заряда описывается достаточно простой
функцией). При таком подходе исходная граница
заменяется набором "атомарных" треугольников,
прямоугольников, квадратичных "чешуек" и т. д.,
где расхождение между истинной границей и при-
ближенной границей тем меньше, чем больше взя-
то "атомарных" элементов.

Такой подход помогает существенно упростить
работу над программой, если для выбранных ато-
марных элементов и для плотности заряда, описы-
ваемой функцией, принадлежащей определенному
классу (как правило, это полиномы определенной
степени), можно получить аналитические выраже-
ния для потенциала и напряженности поля во всем
пространстве — включая точки, сколь угодно
близкие к поверхности такого элемента. Тем са-
мым сводится к нулю неточность, связанная
с численным интегрированием выражений для по-
тенциала и напряженности поля, а также пробле-
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мы, связанные с сингулярным (или квази-
сингулярным) поведением интегрального ядра
вблизи поверхности. Ценой, как правило, является
погрешность вычислений, пропорциональная от-
клонению приближенной границы от истинной
границы (т. е. ошибка будет линейной для плоских
элементов и квадратичной для сегментов, учиты-
вающих локальную кривизну поверхности).

Интересно, что при определенных условиях за-
мена истинной поверхности приближенной по-
верхностью может и не влиять на общую погреш-
ность поля. В частности, этот эффект имеет место,
когда "атомарные" сегменты оказываются внутри
"толстого" электрода, ограниченного истинной
границей, а граничное условие рассматривается
в точках, расположенных на истинной, а не на
приближенной границе. Однако, во-первых, для
тонких электродов выполнить указанные условия
не всегда представляется возможным, а во-вторых,
авторы вычислительных программ далеко не все-
гда обращают внимание на подобные математиче-
ские аспекты оптимального размещения "атомар-
ных" элементов при аппроксимации с их помощью
истинной границы и тем самым вносят в свои рас-
четы ошибку, пропорциональную отклонению
приближенной границы от истинной.

Чтобы достигнуть по возможности наивысшей
точности расчета, будем рассматривать граничные
поверхности "как есть" — без приближения более
грубыми, но и с большей легкостью интегрируе-
мыми элементами. Этот подход имеет свои недос-
татки (см., например, [5], где вполне убедительно
аргументируются преимущества фасеточных по-
верхностей при описании сложных объектов), но
зато позволяет избежать очевидных ошибок, свя-
занных с дискретизацией исходной поверхности.
На всех уровнях алгоритма, кроме самого нижне-
го, граничные поверхности рассматриваются как
аналитически точные "черные ящики": граничные
поверхности описываются с помощью абстрактно-
го параметрического представления, реализован-
ного как набор подпрограмм, и формулы, "заши-
тые" внутри подпрограмм, извне — основной час-
ти алгоритма, вообще говоря, неизвестны. То есть,
если мы можем вычислить значения параметри-
зующих функций ),(),,(),,( qpZqpYqpX , а также
всех их производных в произвольной точке ),( qp ,
мы знаем поверхность.

С точки зрения организации программного ко-
да библиотека модулей включает в себя замкну-
тую подсистему — библиотеку трехмерных гео-
метрических объектов и библиотеку трехмерных
геометрических преобразований. Библиотека
трехмерных геометрических объектов реализует
подпрограммы функций ),(),,(),,( qpZqpYqpX
для элементарных поверхностей типа плоского
прямоугольника, плоского диска, кругового коль-

ца, цилиндрического, сферического или торои-
дального сегмента, цилиндрического или гипербо-
лического цилиндра и т. д. (в эту библиотеку мож-
но добавлять любые новые элементы, для которых
существует параметрическое представление через
аналитически заданные функции, обладающие
достаточной степенью гладкости). Библиотека
трехмерных преобразований позволяет переме-
щать элементарные объекты в нужную точку про-
странства и с нужной ориентацией относительно
базовой координатной системы, комбинируя эле-
ментарные перемещения (параллельный перенос,
повороты и симметрии). Необходимо подчерк-
нуть, что функции ),(),,(),,( qpZqpYqpX  долж-
ны быть достаточно гладкими, чтобы допускать
вычисление производных высокого порядка
(вплоть до четвертого включительно) — эти зна-
чения необходимы, чтобы выделять сингулярно-
сти интегрального ядра для пробных точек, распо-
ложенных около поверхности и на поверхности
(см. далее разделы 1.3, 2.2, 2.3.).

1.2. Поверхностная плотность зарядов
Произвольная непрерывная вещественная

функция ),( qpσ , характеризующая поверхност-
ную плотность зарядов, не может быть полноцен-
но представлена средствами компьютера (строго
говоря, даже вещественные числа представляются
внутри компьютера с помощью конечного дис-
кретного набора чисел с плавающей точкой). Те
или иные упрощения неизбежны, если только мы
не знаем заведомо, что плотность заряда принад-
лежит конкретному узкому классу, зависящему от
конечного числа свободных параметров (напри-
мер, является константой или линейной функци-
ей).

Стандартный подход — использовать дискрет-
ную аппроксимацию, при которой функция

),( qpσ  заменяется конечной суммой с неизвест-
ными коэффициентами от известного и фиксиро-
ванного набора базовых функций

( ) ( )∑≈
ji

ijij qpqp
,

,, σλσ .

Порядок аппроксимации будет (наряду с другими
факторами) определять точность нашего алгорит-
ма. Поэтому если поверхностная плотность заряда
аппроксимируется кусочно-постоянной функцией,
кусочно-линейной функцией, би-кубическими
сплайнами, полиномами фиксированной степени,
и т. д. — порядок использованной нами аппрокси-
мации априорно ограничивает порядок сходимо-
сти численного алгоритма к нужному решению.

Использование для поверхностной плотности
заряда дискретной аппроксимационной схемы
фиксированного порядка было бы неизбежным,
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если бы не имелось более гибкой и более успеш-
ной идеи. На самом деле нам не требуется знать
поверхностную плотность заряда — нам надо
знать интеграл от поверхностной плотности заря-
да. При предположении, что поверхностная плот-
ность заряда  это произвольная (хотя и достаточно
гладкая) функция, интегрирование может быть
только численным. Численное интегрирование
(одномерное и двумерное) базируется на прибли-
женных формулах типа конечных сумм:

∑∫
=

≈=
Ni

ii

b

a

xfxxfI
,1

)(d)( λ ,

.),(

)(),(dd

,1
,1

,1
,1

∑
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=
=

=
=

=

=≈=

Mj
Ni

jiji

Mj
Ni

ijij

b

a

d

c

yxf

xfyxfxyJ

λλ

λ

Отсюда следует, что при использовании квадра-
турной формулы фиксированного порядка нам
достаточно знать интегрируемую функцию только
в конечном наборе точек (узлах интегрирования).
Поэтому в качестве неизвестных величин, харак-
теризующих поверхностную плотность заряда,
удобно просто выбрать значения ijσ  поверхност-
ной плотности в узлах интегрирования (это стан-
дартный прием численного решения интегральных
уравнений), и тогда отпадает нужда в дискретной
аппроксимационной схеме, позволяющей вычис-
лять поверхностную плотность заряда для произ-
вольной точки поверхности:

( ) ( )

.
)),((

),(d

)),((

d,,,

,
2,

2

∑

∫∫

+−

Ω
=

=
+−

Ω
=

ji ijij

ijij
ijji

qpXx

qp

qpXx

qpzyxU

…

…

λσ

σ

Используемая при таком подходе дискретизация
плотности поверхностного заряда (она же — дис-
кретизация интегральных выражений) — это пер-
вое и, как будет ясно дальше, единственное упро-
щение исходной континуальной задачи, которое
используется рассматриваемым алгоритмом. Тем
самым порядок сходимости и точность численного
метода будут определяться используемыми квад-
ратурными узлами и ничем более2).
                                                
2) На самом деле это не совсем так. Порядок сходимо-
сти интегралов ограничивается, помимо всего прочего,
еще и тем фактом, что подынтегральное выражение не
является полиномом и, следовательно, сходимость про-

Достоинства и недостатки "квадратурной"
аппроксимации заряда

В реальности, конечно же, ситуация не столь
проста, как это описано выше. Посмотрим, чем
пришлось заплатить за выбор значений плотности
поверхностного заряда в узлах интегрирования
в качестве неизвестных величин.

• Мы ограничили себя фиксированной квад-
ратурной формулой и потеряли возможность гиб-
ко выбирать алгоритм интегрирования в зависи-
мости от положения пробной точки. Это не очень
страшно, поскольку (в случае необходимости) все-
гда можно построить дискретную аппроксимацию
нужного порядка по известным узловым значени-
ям поверхностной плотности и пересчитать заря-
довую плотность для промежуточных узлов. Но в
таком случае нужно снова строить явную аппрок-
симационную схему по заданным узлам — и это
означает, что если исходной квадратурной форму-
лы вдруг оказывается недостаточно, то в концеп-
туальном смысле мы ничего не выиграли.

• Мы однозначно связали число неизвестных,
характеризующих распределение заряда на заря-
женной поверхности, с числом узлов, необходи-
мых для точного вычисления интегралов. Это не
самый правильный выбор, поскольку сплошь
и рядом поверхностную плотность заряда можно
с достаточной точностью аппроксимировать с го-
раздо меньшим количеством узловых значений,
чем требуется квадратурных узлов для вычисле-
ния поверхностных интегралов (с той же, естест-
венно, точностью, что и точность аппроксимации
поверхностного заряда). Поскольку число неиз-
вестных, связанных с поверхностью, — узкое ме-
сто метода граничных элементов (размер полной
матрицы растет как 4N , где N  — число разбие-
ний по одному параметру), может оказаться более
выигрышным на определенном этапе вернуться
к аппроксимационной схеме описания плотности
поверхностного заряда.

• На самом деле мы никуда не ушли от дис-
кретной аппроксимации с использованием базис-
ных функций — просто теперь она спрятана внут-
ри квадратурной формулы (коэффициенты квадра-
турной формулы ijλ  как раз и выводятся в пред-
положении, что интегрируемая функция заменяет-
ся полиномом, построенным по значениям функ-

                                                                                 
цесса численного интегрирования оказывается меньше
предельного порядка гауссовских квадратур, ориенти-
рованных на чисто полиномиальные выражения. В раз-
деле 2.2 будет показано, что порядок сходимости алго-
ритма при любом порядке квадратурной формулы бу-
дет не выше четвертого, хотя точность алгоритма за
счет выбора квадратурной формулы высокого порядка
и более плотного расположения узлов повысить можно.
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ции в узлах интегрирования ),( ijij qp ). Большин-
ство проблем, связанных с построением для по-
верхностной плотности заряда хорошей аппрок-
симационной схемы, сохраняются и при таком
выборе неизвестных (например, размещение фик-
сированного числа узлов так, чтобы оптимальным
образом приблизить данную плотность заряда, или
расходимость аппроксимации при сильной разно-
масштабности разбиения).

Зато мы получили как минимум два преимуще-
ства: а) аппроксимирующий полином не требуется
строить в явном виде, поскольку аппроксимация
с помощью полинома уже учтена в весовых коэф-
фициентах квадратурной формулы; б) при исполь-
зовании гауссовских квадратурных формул мы
фактически используем аппроксимационную схе-
му в два раза более высокого порядка, чем число
узлов квадратурной формулы.

Последний факт выглядит мистикой, поэтому
остановимся на нем подробнее. Гауссовские квад-
ратурные формулы используют такие узлы интег-
рирования, чтобы интегральная сумма оставалась
точным интегралом для максимального числа по-
линомов, проходящих через узловые точки. То
есть при использовании N  узлов интегрирования
весовые коэффициенты выбраны так, чтобы ре-
зультирующее выражение оставалось точным ин-
тегралом для всех полиномов порядка 0, 1, 2, …,

1−N . Одновременно сами узлы интегрирования вы-
браны так, чтобы полиномы степени N , 1+N , …,

12 −N , проходящие через узлы интегрирования
и обращающиеся в них в ноль, давали нулевое
значение для интеграла. Тем самым, хотя мы и не
можем в явном виде аппроксимировать подынте-
гральную функцию полиномом степени 12 −N  по
N  известным узлам, но наш интеграл дает такое
же значение, как если бы у нас имелась аппрокси-
мация подынтегрального выражения в виде поли-
нома степени 12 −N . Поэтому точность вычисле-
ния потенциала и напряженности поля оказывает-
ся в меньшей степени чувствительна к неточно-
стям аппроксимации поверхностного заряда, чем
это было бы при других аппроксимационных схе-
мах.

1.3. Сингулярные и нерегулярные
компоненты интегрального ядра

К сожалению, одних гауссовских квадратур
оказывается недостаточно, чтобы с нужной точно-
стью вычислять интегралы, использующиеся ме-
тодом граничных элементов. Численное интегри-
рование по методу Гаусса основано на допущении,
что подынтегральная функция является гладкой
и регулярной, т. е. с хорошей точностью аппрок-
симируется полиномом не слишком высокого по-
рядка. В то же время наше интегральное ядро ста-

новится сингулярным на граничной поверхности
и ведет себя нерегулярным образом (т. е. плохо
описывается простым полиномом), если пробная
точка расположена вблизи граничной поверхности
на расстоянии, сравнимом с расстоянием между
узлами квадратурной формулы. Поэтому, перед тем
как приступать к численному интегрированию по-
дынтегрального выражения, из него нужно вычесть
все сингулярные и нерегулярные компоненты.

Стандартный способ, как это сделать: предста-
вить поверхностную плотность в виде усеченного
ряда Тейлора, выделить сингулярные составляю-
щие и проинтегрировать их отдельно — аналити-
чески или с помощью специально выбранной
квадратурной схемы (подобный вариант компен-
сации сингулярных компонентов используется,
например, в [11, 12]):
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Аналитическое интегрирование сингулярных
остатков требует изощренной математической
техники. Строго говоря, оно возможно только для
определенного подмножества возможных поверх-
ностей и даже в этих случаях приводит к сложным
выражениям и математическим функциям специ-
ального вида. Поэтому желательно найти другой,
более простой и эффективный способ.

Этот способ, который мы назвали библиотекой
эталонных сингулярностей, состоит в следующем.
Пусть имеется набор аналитически заданных
функций ( )zyxqpk ,,,,ϕ , которые, с одной сторо-
ны, могут быть проинтегрированы по p  и q
в аналитической форме, а с другой стороны, об-
ладают требуемым сингулярным поведением в
окрестности точки ),( 00 qp  (в разделе 2.3 показа-
но, как эти функции могут быть сконструированы
в явном виде). После этого мы можем вычесть из
исходного подынтегрального выражения все син-
гулярности, которые мешают численному интег-
рированию, подбирая должным образом коэффи-
циенты kλ :
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Первый член этой суммы является регулярным
выражением и может быть проинтегрирован чис-
ленно даже тогда, когда пробная точка находится
вблизи поверхности или на поверхности. Осталь-
ные члены не являются регулярными выражения-
ми, но зато они могут быть проинтегрированы
аналитически. Тем самым интегральное выраже-
ние интегрируется с равномерной точностью, оп-
ределяемой точностью квадратурной формулы,
как вдали от поверхности, так и при приближении
к ней на сколь угодно близкое расстояние.

Компоненты напряженности поля интегриру-
ются по такой же схеме, однако в этом случае
приходится вычитать большее число сингулярных
компонентов, и библиотека эталонных сингуляр-
ностей должна включать в себя больше функций.

1.4. Сингулярные "всплески" плотности
заряда вблизи краев

Важной особенностью метода граничных эле-
ментов применительно к задачам электростатики
является то, что поверхностная плотность зарядов,
как правило, имеет сингулярные особенности
на краях электродов [13]. Эта сингулярность имеет
другую природу, нежели сингулярность инте-
грального ядра при приближении пробной точки
к заряженной поверхности, и должна приниматься
во внимание при аккуратном расчете поля. Прак-
тические эксперименты показывают, что для таких
случаев попытки найти хорошее решение для по-
верхностной плотности заряда в классе полиноми-
альных или сплайновых функций приводят к чис-

ленной неустойчивости. Поэтому хороший алго-
ритм должен специальным образом обрабатывать
края электродов (см., например, [5]), однако пол-
ноценное рассмотрение этого аспекта метода гра-
ничных элементов требует отдельной работы.

2. ДЕТАЛИ АЛГОРИТМА

2.1. Базовые сингулярности
интегрального ядра

Рассмотрим интегральное ядро, соответствую-
щее потенциалу поверхностного заряда:

( )=zyxqpK ,,,,

( )( ) ( )( ) ( )( )222 ,,,

1

zqpZyqpYxqpX −+−+−
= .

Предположим, что точка поверхности
( )00 ,qp  — ближайшая к пробной точке ( )zyx ,, ,
для которой вычисляется потенциал. Поскольку
нас интересует поведение ядра ( )zyxqpK ,,,,
вблизи точки ( )00 ,qp , целесообразно разложить
функции, характеризующие поверхность, в усе-
ченный ряд Тейлора с сохранением линейных
членов:

( ) ( ) ( ) …+−+−+≈ 00000, qqXppXXqpX qp ,

( ) ( ) ( ) …+−+−+≈ 00000, qqYppYYqpY qp ,

( ) ( ) ( ) …+−+−+≈ 00000, qqZppZZqpZ qp

После элементарных преобразований получаем,
что в окрестности сингулярной точки ( )00 ,qp  ин-
тегральное ядро ведет себя как
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где a , b , c , Hp , Hq , ε  — это вещественные зна-
чения, выражающиеся через значения функций
( )qpX , , ( )qpY , , ( )qpZ ,  и их производных в точке

( )00 ,qp , а также через координаты пробной точ-
ки ( )zyx ,, . При этом легко показать, что для
невырожденной точки поверхности справедливы
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условия3)

02 >= aA , 02 >= bB , 02 ≥= εE ,
т. е. запись соответствующих коэффициентов как
квадратов некоторых вещественных чисел вполне
обоснована, а коэффициент ABCc =  удовле-
творяет условию 11 +<<− c .

Это выражение эквивалентно записи ≈),( qpK

222

1

ε++
≈

qp
, где переменные p  и q  — это

нормализованные отклонения от точки ( )00 ,qp ,
а ε  является нормализованным расстоянием меж-
ду пробной точкой ( )zyx ,,  и ближайшей к ней
точкой поверхности ( )00 ,qp . Разложив плотность
поверхностного заряда в ряд Тейлора по перемен-
ным p  и q , получаем следующий набор компо-
нентов интегрального ядра, которые являются
сингулярными и нерегулярными (точнее, могут
являться сингулярными и нерегулярными) при
приближении пробной точки к граничной поверх-
ности:

",,

,,

,,

,,1

222

2

222

3

222

2

222

222
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222

222222

εε

εε

εε
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Двумерные графики, соответствующие этим
функциям, показаны в Приложении на рис. П1.
Можно видеть, что линейные и квадратичные чле-

                                                
3) Вообще говоря, чтобы выполнить корректно вычита-
ние сингулярных членов вплоть до членов второго по-
рядка, необходимость которого обоснована в разделе
2.2, необходимо включать в квадратичную форму, опи-
сывающую поведение знаменателя интегрального ядра,
еще и производные второго порядка от функций
( )qpX , , ( )qpY , , ( )qpZ , . В этом случае указанные ус-

ловия будут выполнены, если пробная точка ( )zyx ,,
находится достаточно близко от точки ( )00 , qp , но они
могут нарушаться, если точка ( )zyx ,,  расположена
слишком далеко от точки ( )00 , qp . Проверка, что квад-
ратичная форма в знаменателе интегрального ядра все
еще является положительно определенной, является
задачей программного блока, ответственного за вычи-
тание сингулярных и нерегулярных компонентов.

ны при малых значениях ε  отличаются от поли-
номиальных функций значительно (и следова-
тельно, создают трудности при численном интег-
рировании), в то время как кубические компонен-
ты выглядят вполне регулярными.

2.2. Ошибка интегрирования и сходимость
процесса численного интегрирования для син-
гулярных компонентов интегрального ядра
В этом разделе мы проверим, как работает про-

цедура численного интегрирования для сингуляр-
ных компонентов интегрального ядра, рассмот-
ренных в предыдущем разделе. В Приложении на
рис. П2–П5 показано отклонение результата чис-
ленного интегрирования от аналитически точного
значения для различных значений ε  в случае, ко-
гда 0→ε . Для рассмотренных в этом примере
вариантов максимальная относительная ошибка
между численным результатом и аналитическим
значением приведена ниже в виде пары

ошибка функции, вид :

2221 ε++ qp  — 1.2 %,

222 ε++ qpp  — 0.2 %,

222 ε++ qpq  — 0.2 %,

2222 ε++ qpp  — 0.015 %,

2222 ε++ qpq  — 0.015 %,

222 ε++ qppq  — 0.023 %,

2223 ε++ qpp  — 0.003 %,

2223 ε++ qpq  — 0.003 %,

2222 ε++ qpqp  — 0.006 %,

2222 ε++ qppq  — 0.006 %.

В то время как для этих конкретных тестов влия-
ние квадратичных членов оказывается довольно
малым (из-за относительно большого порядка
квадратурной формулы и малого шага интегриро-
вания), в других конфигурациях влияние квадра-
тичных членов может быть существенным (см.,
например, Приложение рис. П6, в, г), и их необхо-
димо учитывать при численном интегрировании,
если мы хотим достичь хорошей точности. Влияние
же кубических членов гораздо менее значительно:
во-первых, из-за более высокого порядка гладко-
сти, а во-вторых, из-за симметрии области интегри-
рования. (Если прямоугольник, для которого вы-
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полняется интегрирование, симметричный или бли-
зок к симметричному — что справедливо в боль-
шинстве случаев, когда мы имеем дело с внутрен-
ней областью граничной поверхности, — члены
с нечетными степенями p  или q  дают вклад,
близкий к  нулю, а уж ошибка численного интегри-
рования, которая пропорциональна значению инте-
грала, будет и того меньше — см., например,
рис. П6). В результате учет кубических членов
вряд ли представляется необходимым, да и сопря-
жен он со значительными вычислительными труд-
ностями — т. е. проигрыш во времени, необходи-
мом для аккуратного выделения всех кубических
членов, сравним с затратами времени, требуемыми
для интегрирования исходного выражения с более
мелким шагом.

Дальнейшие численные эксперименты показы-
вают, какой будет истинный порядок сходимости
при численном интегрировании нашего инте-
грального ядра. На рис. П6 в логарифмической
шкале показано уменьшение ошибки интегриро-
вания в зависимости от шага интегрирования для
квадратурных формул разного порядка. Можно
видеть, что соответствующие графики представ-
ляют из себя практически прямые линии, причем
независимо от порядка квадратурной формулы
наклон прямых дает порядок сходимости:

для функции 2221 ε++ qp  — ( )hO≈ ,

—″— 222 ε++ qpp  — ( )2hO≈ ,

—″— 222 ε++ qpq  — ( )2hO≈ ,

—″— 2222 ε++ qpp  — ( )3hO≈ ,

—″— 222 ε++ qppq  — ( )3hO≈ ,

—″— 2222 ε++ qpq  — ( )3hO≈ ,

—″— 2223 ε++ qpp  — ( )4hO≈ ,

—″— 2222 ε++ qpqp  — ( )4hO≈ ,

—″— 2222 ε++ qppq  — ( )4hO≈ ,

—″— 2223 ε++ qpq  — ( )4hO≈ .

Это означает, что если из исходного интеграль-
ного ядра аккуратно выделить нерегулярные ком-
поненты нулевого, первого и второго порядков, то
сходимость процедуры численного интегрирова-
ния для остатка будет равна ( )4hO≈  независимо
от порядка гауссовской квадратурной формулы,
использованной для интегрирования (при условии,
что порядок гауссовской квадратурной формулы
не ниже 2). То есть, если ошибку численного ин-
тегрирования определить как mCh≈ , то увеличе-

ние порядка квадратурной формулы приводит
к уменьшению коэффициента C , в то время как
показатель скорости сходимости m  остается не-
изменным.

Этот вывод является важным, поскольку пока-
зывает, что для аппроксимации поверхностной
плотности заряда, если в ней возникает необходи-
мость, достаточно использовать схему 4-го поряд-
ка — ведь все равно преимущества аппроксима-
ционной схемы более высокого порядка будут ис-
порчены более низким порядком сходимости про-
цедуры численного интегрирования. Более де-
тально этот эффект можно проследить на проце-
дуре выделения "плохо интегрируемых" компо-
нентов:

…

…

++

++

++

++

++

++

+





−−

−−−

−−−







−−

∆+∆+∆
=

=

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

qpzyxqp

qpzyxqp

qpzyxqp

qpzyxqp

qpzyxqp

qpzyxqp

qpzyxqp

zyxqpzyxqp

zyxqpzyxqp

zyxqp
zyx

qp

U

qqqq

pqpq

pppp

qq

pp

qqqq

pqpqpppp

qqpp

dd),,,,(

dd),,,,(

dd),,,,(

dd),,,,(

dd),,,,(

dd),,,,(

dd),,,,(

),,,,(),,,,(

),,,,(),,,,(

),,,,(
),(

)(0

)(0

)(0

)(0

)(0

)0(0

)(0

)(0)(0

)(0)(0

)0(0222

ϕσ

ϕσ

ϕσ

ϕσ

ϕσ

ϕσ

ϕσ

ϕσϕσ
ϕσϕσ

ϕσσ

Пусть функция ( )qp,σ  нам известна с точно-
стью ( )mhO , а погрешность численного интегри-
рования после выделения сингулярных членов
оценивается как ( )nhO . Кроме того, нам известно,
что ошибка численного интегрирования по той же
квадратурной формуле для функции

),,,,()0( zyxqpϕ  составляет ( )hO , для функций

),,,,()( zyxqppϕ  и ),,,,()( zyxqpqϕ  — ( )2hO , для
функций ),,,,()( zyxqpppϕ , ),,,,()( zyxqppqϕ  и

),,,,()( zyxqpqqϕ  — ( )3hO  и т. д.
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Если бы численное интегрирование для всех
этих выражений было абсолютно точным, то при
любых коэффициентах при сингулярных членах
получалось бы одно и то же выражение — исход-
ный интеграл с ошибкой ( )mhO , соответствую-
щей неточности поверхностной плотности заряда.
Если бы поверхностная плотность заряда и коэф-
фициенты при сингулярных членах были бы из-
вестны абсолютно точно, то ошибка интегрирова-
ния была бы равна ( )nhO  — т. е. неточности чис-
ленного интегрирования, соответствующей пер-
вому сохраненному сингулярному члену. Однако
при комбинировании этих ошибок получается бо-
лее интересная картина.

Действительно, в силу неточности аппроксима-
ции поверхностной плотности заряда коэффици-
ент 0σ  известен с точностью ( )mhO , коэффици-
енты 0pσ  и 0qσ  — с точностью ( )1−mhO , коэф-
фициенты 0ppσ , 0pqσ  и 0qqσ  — с точно-

стью ( )2−mhO  и т. д. Это означает, что в исходном
выражении, которое интегрируется численно, ос-
тались сингулярные компоненты, вклад которых
пропорционален ошибке соответствующего коэф-
фициента. В результате для нулевого сингулярно-
го члена появляется дополнительная ошибка чис-
ленного интегрирования ( ) ( )hOhO m ⋅  (произведе-
ние неточности интегрирования на амплитуду
сингулярного члена), для линейных членов —
ошибки ( ) ( )21 hOhO m ⋅− , для квадратичных чле-
нов — ошибки ( ) ( )32 hOhO m ⋅−  и т. д. Все эти
ошибки оказываются меньше (в плане порядка
сходимости),  чем  вклад  от неточности  значений

 поверхностного заряда, равный ( )mhO . Тем
самым ошибка вычислений при комбинировании
двух ошибок оценивается как ( ) ( ){ }nm hOhO ,max ,
что и требовалось доказать. (Из этих рассуждений,
в частности, следует, что ошибка в определении
коэффициентов 0σ , 0pσ , 0qσ , 0ppσ , 0pqσ , 0qqσ
в меньшей степени влияет на неточность результа-
та и что, вообще говоря, можно вычислять значе-
ния этих коэффициентов достаточно грубым обра-
зом, не добиваясь аналитически точного значе-
ния).

2.3. Библиотека эталонных сингулярностей
Чтобы двигаться дальше, нам требуются новые

аналитические выражения, а именно функции
),,,,( zyxqpkϕ , которые могут быть проинтегри-

рованы в аналитическом виде и которые ведут се-
бя при приближении к граничной поверхности как
сингулярные компоненты интегрального ядра, т. е.
как линейные и квадратичные члены, ведущие се-
бя нерегулярным образом при выполнении чис-
ленного интегрирования и рассмотренные ранее
в разделах 2.1 и 2.2. (В разделе 1.3 было показано,
как при наличии таких функций можно сделать
процесс численного интегрирования интегрально-
го ядра равномерно регулярным без искусственно-
го увеличения числа узлов интегрирования вблизи
граничной поверхности).

Базой для библиотеки эталонных сингулярно-
стей служат следующие функции, комбинируя ко-
торые с нужными коэффициентами можно до-
биться строгого соответствия результата двукрат-
ного дифференцирования по переменным p  и q
нужному сингулярному поведению:

( ) ( ) ( ) ( ) 22222 2),( ε++⋅+⋅++++= hhhh qqbppacqqbppaqpR ,

( ) ( ) ( )[ ]qpRqqbcppaqpFP hh ,log),( ++⋅++= ,

( ) ( ) ( )[ ]qpRppacqqbqpFQ hh ,log),( ++⋅++= ,

( ) ( )( ) ( )( )[ ];,arctan),( 22 qpRscqqbppasqpFF hh ⋅⋅⋅−+⋅+⋅= εε

здесь 0>a , 0>b , 0>ε , 11 +<<− c  и =s
21 c−=  — это константы, выражающиеся через

характеристики параметризованной поверхности
в окрестности точки ( )00 ,qp , ближайшей к проб-
ной точке ( )zyx ,,  (см. раздел 2.1). В результате
достаточно трудоемких вычислений,  выполненных

с применением программы Mathematica версии 5,
получены выражения для эталонных сингулярных
функций. Они приведены в Приложении (можно
проверить, что для приведенных функций дейст-
вительно выполняются дифференциальные соот-
ношения ( ) ( )qpqpqp mnmn ,,2 ϕ=∂∂Φ∂ ).
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2.4. Модифицированные эталонные
сингулярности: поведение на бесконечности
Суммируем результаты, полученные в преды-

дущих разделах. Нами были построены аналити-
ческие функции ),,,,( qpzyxmnϕ , которые ведут
себя вблизи граничной поверхности как

( ) ( )[
( ) ( ) ] 212

2222

2

),,,,(

−
++⋅⋅+⋅⋅+

++++⋅≈

≈

ε

ϕ

hh

hh
nm

mn

qqbppac

qqbppaqp

qpzyx

и для которых существуют выражаемые в анали-
тической форме интегралы ),,,,( qpzyxmnΦ ,
удовлетворяющие соотношениям

),,,,(dd),,,,( qpzyxqpzyxqp mnmn Φ=∫∫ϕ .

С помощью этих функций потенциал
),,( zyxU  может быть записан как

( ) ∫∫∑∫∫ ∑
ΩΩ

+











−

∆+∆+∆
= ,dd),,,,(dd),,,,(),(,,

222
qpzyxqpqpzyxqp

zyx

qpzyxU mn
k

mn
k

mnmn ϕλϕλσ

где коэффициенты mnλ  зависят от поведения заря-
довой плотности в окрестности точки  поверхно-
сти ( )00 ,qp , ближайшей к пробной точке
( )zyx ,, , а функции ),,,,( zyxqpmnϕ  зависят и от
точки поверхности ( )00 ,qp , и от пробной точки
( )zyx ,, , и от дифференциальных характеристик
поверхности в окрестности точки ( )00 ,qp , и, что
самое существенное, от расстояния между проб-
ной точкой ( )zyx ,,  и ближайшей к ней точкой
поверхности ( )00 ,qp . Первый член этого выраже-
ния ведет себя при численном интегрировании как
регулярное выражение, а оставшиеся члены могут
быть проинтегрированы в аналитической форме,
несмотря на содержащиеся в них сингулярности:

( ) ( )
( ) ( ).,,,,,,,,

,,,,,,,,

dd),,,,(

minminminmax

maxminmaxmax

qpzyxqpzyx
qpzyxqpzyx

qpzyxqp

mnmn

mnmn

mn

Φ+Φ−
−Φ−Φ=

=∫∫
Ω

ϕ

Тем самым получается устойчивая процедура
интегрирования плотности поверхностного заряда,
которая при фиксированном расположении узлов
интегрирования ведет себя регулярным образом,
причем независимо от того, насколько близко на-
ходится от граничной поверхности пробная точка.

Однако численные эксперименты показывают,
что, в то время как вблизи поверхности у данной
процедуры не возникает проблем вычисления по-
тенциала ),,( zyxU , при вычислении потенциала
вдали от заряженной поверхности возникают не-

ожиданные проблемы. А именно функции
),,,,( qpzyxmnΦ , определенные в разделе 2.3,

стремятся к бесконечности при удалении пробной
точки ( )zyx ,,  от граничной поверхности, что вы-
зывает значительные ошибки в процессе вычисле-
ния аналитических интегралов от сингулярных
компонентов интегрального ядра, поскольку при-
водит к вычитанию больших величин, отличаю-
щихся друг от друга на незначительную величину.

Чтобы избежать накопления ошибок округле-
ния, возникающих при вычитании близких по зна-
чению чисел с плавающей точкой, функции

),,,,( qpzyxmnΦ  из раздела 2.3 необходимо мо-
дифицировать так, чтобы они стремились к нулю
или хотя бы к константе, когда пробная точка
( )zyx ,,  стремится к бесконечности:

( ) ( )1,,,,lim Ozyxqpmnx
=Φ

∞→
,

( ) ( )1,,,,lim Ozyxqpmny
=Φ

∞→
,

( ) ( )1,,,,lim Ozyxqpmnz
=Φ

∞→
.

Для того чтобы сохранить дифференциальные
соотношения ( ) ( )qpqpqp mnmn ,,2 ϕ=∂∂Φ∂  между
функциями ),,,,( qpzyxmnΦ  и ),,,,( zyxqpmnϕ ,
и при этом обеспечить нужную асимптотику на
бесконечности, достаточно применить алгебраи-
ческое преобразование

),,(),,,(

),,,(),,,,(

),,,,(

0 zyxqzyxq

pzyxpqpzyx

qpzyx

mn
Q
mn

P
mnmn

mn

Φ+Φ−

−Φ−Φ=

=Φ
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при выбранных подходящим образом функциях
),,,( pzyxP

mnΦ , ),,,( qzyxQ
mnΦ  и ),,(0 zyxmnΦ .

(При этом последняя чисто техническая трудность
состоит в том, что функции ),,,,( qpzyxmnΦ  не-
обходимо привести к виду, когда при их вычисле-
нии не происходит вычитания друг из друга боль-
ших и близких по значению чисел). Эта задача
легко может быть выполнена любым опытным ма-
тематиком, поэтому результирующие выражения
в данной работе не приводятся, чтобы не загромо-
ждать текст лишними формулами.

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим несколько тестовых примеров,
чтобы продемонстрировать эффективность пред-
ложенного алгоритма.

1. Однородно заряженная сфера. Сфериче-
ская поверхность описывается с помощью стан-
дартных формул сферической системы координат
как θϕ coscos ⋅= Rx , θϕ cossin ⋅= Ry , =z

θsinR= . Потенциал на поверхности сферы по-
стоянен и равен 0U . Потенциал внутри сферы

(т. е. при 2222 Rzyx ≤++ ) также равен 0U , по-
тенциал вне сферы (при 2222 Rzyx ≥++ ) убы-

вает по формуле ( ) 222
0,, zyxRUzyxU ++= .

Рис. 1. Тестовый пример — однородно заряжен-
ная сферическая поверхность. Результаты: а) ра-
диальное распределение потенциала; б) отклоне-
ние между аналитической формулой и численно
рассчитанным значением (максимальная ошибка
меньше 10–7)

а

б Рис. 2. Тестовый пример — сферическая
поверхность, создающая поле идеального
диполя. Результаты: a) распределение по-
тенциала на поверхности сферы; б) ошибка
между аналитическим значением и числен-
но рассчитанным значением для потенциала
на поверхности сферы; в) радиальное рас-
пределение потенциала; г) отклонение меж-
ду аналитической формулой и численно
рассчитанным значением (максимальная
ошибка меньше 10–5)

г

в

б

а

     0       10       20      30      40      50       60      70      80      90

0       10       20      30      40      50       60      70      80      90

1
0..9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4

 0                20              40               60              80

 0       10     20      30    40      50     60     70     80     90



А. С. БЕРДНИКОВ

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2004, том 14, № 4

32

Рис. 1 демонстрирует результаты численных вы-
числений. Поскольку однородный заряд описыва-
ется идеально точно выбранной схемой аппрокси-
мации поверхностной плотности заряда, то ошиб-
ка, которая видна на графике — это ошибка чис-
ленного интегрирования поверхностной плотности
заряда в чистом виде. Как и ожидалось, наиболь-
шая ошибка обнаруживается на границе (т. е. на
поверхности сферы), но благодаря аккуратному
вычитанию сингулярных компонентов интеграль-
ного ядра она достаточно мала ( 8108 −⋅≤ ). (Стоит
также заметить, что эта точность получена при
сетке зарядов на поверхности сферы всего лишь

88× !).
2. Сферическая поверхность, заряженная как

идеальный диполь. Сфера параметризована как
θϕ coscos ⋅= Rx , θϕ cossin ⋅= Ry , θsinRz = .

Поверхностная плотность заряда ведет себя как
( )θsin~ . Потенциал вне сферы ведет себя как по-

тенциал идеального диполя и описывается форму-

лой ( )
3

2222
0,, 


 ++= zyxzRUzyxU . Потен-

циал внутри сферы соответствует однородному
полю и описывается формулой ( ) RzUzyxU 0,, = .
Потенциал на поверхности сферы ведет себя как
( ) ( )θθ sin0UU = . На рис. 2 показаны результаты

сравнения численного решения и аналитических
формул. Максимальная ошибка составляет

5103 −⋅≤  и достигается, как легко видеть из гра-
фика, на поверхности сферы. (Острый провал
графика на некотором расстоянии снаружи сферы
вызван   особенностями  переключения   режимов

алгоритма расчета коэффициентов для сингуляр-
ных компонентов интегрального ядра, которые
будут устранены в будущем). Поскольку функция

( )θsinQ  не может описываться точно с помощью
полиномиальной аппроксимации, расхождение
между численным и аналитическим результатами
обуславливается как ошибкой интегрирования, так
и ошибкой аппроксимации поверхностного заряда.

3. Квадруполь, образованный четырьмя кру-
говыми цилиндрами. При достаточной длине ци-
линдров поле в середине квадруполя должно быть
неотличимо от двумерного плоского поля. Рис. 3
показывает результаты сравнения трехмерного
поля, рассчитанного с помощью описанного в дан-
ной работе алгоритма и двумерного поля, рассчи-
танного с высокой точностью ( 1110−≤ ) независи-
мой двумерной программой. Отклонение между
результатами на рис. 3, б нормализовано к потен-
циалу, приложенному к цилиндрам. Эквилинии на
рис. 3, б соответствуют шагу 10–5, так что макси-
мальная относительная ошибка между двумя по-
лями, не превышающая 5107 −⋅ , достигается внут-
ри "коридора" между цилиндрами и составляет
величину 510−≤  для рабочей области квадруполя.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предварительные эксперименты с аналитиче-
скими тестовыми проблемами продемонстрирова-
ли хорошую точность и стабильность предложен-
ной  в данной работе модификации метода гра-
ничных элементов. Итоговая точность вычисления

Рис. 3. Распределение потенциала в средней плоскости квадруполя, образованного четырьмя круго-
выми стержнями: a) представление распределения потенциала с помощью уровней яркости; б) откло-
нение рассчитанного по изложенной трехмерной методике распределения потенциала от распределе-
ния потенциала, рассчитанного двумерной "эталонной" программой

а б
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потенциала в непосредственной близости от гра-
ничной поверхности (т. е. когда расстояние от
пробной точки до поверхности много меньше, чем
расстояние между соседними узлами интегриро-
вания) для тестовых задач оказалась равной при-
мерно 10–5. Благодаря гармоническим свойствам
интегралов, используемых для вычисления потен-
циала, это означает, что ошибка вычислений будет
гораздо меньше (~10–15), когда пробная точка ока-
зывается вдали от граничной поверхности. Хотя

данная работа еще далека от завершения и про-
граммный код, реализующий данный метод, нуж-
дается в дальнейшем исследовании своих свойств,
данный алгоритм представляется весьма перспек-
тивным средством для вычисления с высокой точ-
ностью трехмерных электростатических полей при
граничных поверхностях (т. е. электродах) прак-
тически произвольной формы.

ПРИЛОЖЕНИЕ
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2. Графические материалы

Рис. П1. Нерегулярные компоненты интегрального ядра при малых значениях ε :
а — 2221 ε++ qp , б — 222 ε++ qpp , в — 222 ε++ qpq ,

г — 2222 ε++ qpp , д — 222 ε++ qppq , е — 2222 ε++ qpq ,

ж — 2223 ε++ qpp , з — 2222 ε++ qpqp , и — 2222 ε++ qppq ,

к — 2223 ε++ qpq

а б

в г

д е

ж з

и к
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Рис. П2. Численное интегрирование функции ( ) qp
qp

I dd1
22200 ∫∫

++
=

ε
ε  для прямоугольной

области [ ] [ ]1,01,0 × :  a — численные результаты и аналитические результаты; б — относительная
ошибка численного интегрирования

Рис. П3. Численное интегрирование функции ( ) qp
qp

pI dd
22210 ∫∫

++
=

ε
ε  для прямоугольной

области [ ] [ ]9.1,1.21.2,9.1 −×− :  a — численные результаты и аналитические результаты; б — отно-
сительная ошибка численного интегрирования

Рис. П4. Численное интегрирование функции ( ) qp
qp

pI dd
222

2

20 ∫∫
++

=
ε

ε  для прямоугольной об-

ласти [ ] [ ]9.1,1.21.2,9.1 −×− :   a — численные результаты и аналитические результаты; б — относи-
тельная ошибка численного интегрирования

а б

а б

а б
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Рис П5. Численное интегрирование функции ( ) qp
qp

pqI dd
22211 ∫∫

++
=

ε
ε  для прямоугольной об-

ласти [ ] [ ]9.1,1.21.2,9.1 −×− :  a — численные результаты и аналитические результаты; б — относитель-
ная ошибка численного интегрирования

Рис. П6. Сходимость процесса численного интегрирования для эталонных нерегулярных функций в за-
висимости от шага интегрирования: a — qpqp dd1 222∫∫ 


 ++ ε , б — qpqpp dd222∫∫ 


 ++ ε ,

в — qpqpp dd2222∫∫ 


 ++ ε ,   г — qpqppq dd222∫∫ 


 ++ ε
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CALCULATION  OF  THREE-DIMENSIONAL  ELECTROSTATIC
FIELDS  BY  THE  BOUNDARY  ELEMENTS  METHOD

WITH  REVEALING  KERNEL  SINGULARITIES
NEAR  THE  ELECTRODE  SURFACES

A. S. Berdnikov

Institute for Analytical Instrumentation RAS, Saint-Petersburg

The paper offers a modified boundary elements method to be used in high accuracy (relative error )10 5−≤
calculations of three-dimensional electrostatic fields for electrodes of almost arbitrary shape. Experiments with
analytical test tasks are demonstrated and analyzed.


