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РЕШЕНИЕ  ЗАДАЧ  МНОЖЕСТВЕННОГО  РАССЕЯНИЯ
АКУСТИЧЕСКОЙ  ВОЛНЫ  НА  ПРОИЗВОЛЬНОМ

КОЛИЧЕСТВЕ  РАССЕИВАТЕЛЕЙ  В  ОДНОРОДНОМ
ТРЕХМЕРНОМ  ПРОСТРАНСТВЕ

В статье предлагается подход к решению задачи множественного рассеяния акустической волны на сово-
купности тел в однородном безграничном пространстве. Для этого рассматривается задача о множественном
рассеянии двух тел, находящихся в первичном поле плоской волны. Предполагаются известными исходные
невозмущенные амплитуды рассеяния каждого рассеивателя. Решение строится путем учета многократного
перерассеяния плоских волн между рассеивателями. Получены интегральные уравнения, позволяющие рас-
считать результирующие амплитуды рассеяния каждого из тел и совокупную амплитуду рассеяния системы,
состоящей из двух рассеивателей. Показано, что решение этой задачи позволяет решить задачу о поле рас-
сеяния произвольного числа рассеивателей. Приведены выражения для амплитуды рассеяния в случае про-
извольного первичного поля. Продемонстрирована связь интегральных уравнений для задач о множествен-
ном рассеянии в однородном пространстве и о множественном рассеянии одиночного тела вблизи границы
раздела. Приведены приближенные выражения для расчета амплитуды рассеяния при множественном рас-
сеянии.

ВВЕДЕНИЕ

Задаче множественного рассеяния, когда в не-
котором первичном поле находятся не менее двух
рассеивателей, а их взаимным влиянием друг на
друга (вторичным перерассеянием) пренебречь
нельзя, посвящено большое число публикаций.
Укажем лишь некоторые из них: [1–15]. Сюда же
следует, очевидно, отнести и публикации, посвя-
щенные задачам рассеяния, вызванного наличием
отражающих границ и неоднородностей среды.
В этом случае для эффекта множественного рас-
сеяния достаточно наличия одного рассеивателя
и границы раздела или неоднородности среды.
Здесь упомянем также лишь некоторые публика-
ции: [16–24].

В работах [1–15] рассматривается однородное
двух- или трехмерное пространство с помещен-
ными в поле некоторой первичной волны двумя и
более рассеивателями. Решение ищется в виде
суммы первичной волны и результирующих полей
всех рассеивателей. На границах рассеивателей
накладываются краевые условия, а также условия
излучения Зоммерфельда на бесконечности. Все
поля раскладываются в ряды по сферическим или
цилиндрическим функциям (в зависимости от раз-
мерности задачи) и с привлечением неких мето-
дов, например метода Т-матриц [2, 6, 7, 10, 11, 13],
либо теорем сложения для сферических и цилинд-
рических функций [4, 5, 8, 9], находятся неопреде-
ленные коэффициенты в разложениях полей рас-

сеяния. После чего могут быть определены ампли-
туды рассеяния каждого или совокупности рас-
сеивателей в целом. При таком подходе автомати-
чески учитывается эффект множественного рас-
сеивания.

Эффект множественного рассеивания возника-
ет и при наличии границ раздела. Так, в работе
[20] рассматривается задача о поле рассеяния сфе-
ры, находящейся у акустически мягкой границы,
которая сводится авторами к задаче о множест-
венном рассеянии двух сфер в однородном про-
странстве [8].

В целом, несмотря на прозрачный формализм,
описанный подход решения задачи множественно-
го рассеяния на нескольких телах не лишен недос-
татков. Во-первых, необходимо рассчитывать
в общем случае счетное множество искомых ко-
эффициентов в разложениях полей. Во-вторых, эта
процедура резко усложняется с ростом числа рас-
сеивателей.

В настоящей работе для решения задачи мно-
жественного рассеяния акустической волны на не-
скольких телах предлагается альтернативный под-
ход, заключающийся в учете многократно переот-
раженных (перерассеянных) между телами пло-
ских волн. Учет перерассеянных плоских волн
осуществляется с помощью использования невоз-
мущенных амплитуд рассеяния каждого из тел,
что приводит к интегральным уравнениям, позво-
ляющим вычислять возмущенные амплитуды рас-
сеяния через невозмущенные. Ранее сходная мето-
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дика была применена автором при решении задач
расчета результирующего рассеяния протяженных
излучателей и рассеивателей в условиях влияния
границ раздела и слоистой неоднородности среды
[25–27]. Единственное ограничение подхода заклю-
чается в том, что должны быть известны невозму-
щенные амплитуды рассеяния тел, однако это требо-
вание не представляется чрезмерным, т. к. "паспор-
том" рассеивателя является именно его амплитуда
рассеяния в условиях однородной безграничной
среды при отсутствии посторонних тел.

1. ЕДИНИЧНЫЙ РАССЕИВАТЕЛЬ В ПОЛЕ
ПРОИЗВОЛЬНОЙ ПЕРВИЧНОЙ ВОЛНЫ

Рассмотрим задачу в однородной трехмерной
безграничной среде. Рассмотрение начнем с про-
стого частного случая, когда единственный рас-
сеиватель с центром в точке ),,( 000 zyx  находится
в первичном поле звукопрозрачного направленно-
го источника, находящегося в начале координат.
Поле излучателя вычисляется из выражения [25]
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Здесь ϕθ ,  — сферические углы; θα cosk= ;
ϕξ cos=xk ; ϕξ sin=yk ; θξ sink= ; == ),( yx kkξ

),( ϕξ=  — горизонтальная проекция волнового
вектора.

Рассеиватель будем характеризовать по ана-
логии с излучателем функцией, описывающей
его  направленные свойства.  Эту функцию двух

векторных аргументов ),( sl
n

mT kk , 2,1, =mn , где
sl kk ,  характеризуют волновой вектор соответст-

венно падающей и рассеянной плоских волн, при-
нято называть амплитудой рассеяния (ар). Физи-
чески эта функция описывает спектр плоских волн

)exp(),( xkkk ssl
n

m iT  отклика рассеивателя с цен-
тром в начале координат на падение плоской вол-
ны )exp( xk li  единичной амплитуды и нулевой фа-
зы в точке геометрического центра рассеивателя.
Нижний индекс 2,1=m  характеризует направле-
ние движения падающей плоской волны: 1=m  —
волна движется в сторону возрастания z , (т. е.
снизу вверх), 2=m  — наоборот. Индекс n  харак-
теризует направление рассеяния: 1=n  — рассмат-
ривается рассеяние вверх (значение α+ ), 2=n  —
рассеяние вниз ( α− ). Рассматриваются области
определения как внутри, так и вне области види-
мости.

Замечание. Отметим, что в случае, когда на
рассеиватель с центром в точке ),,( 0000 zyx=x
падает плоская волна )exp( kxiA , где const=A , то
рассеиватель "генерирует" спектр плоских волн
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В случае, когда ар рассеивателя известно и его

центр находится в точке 0x , поле рассеяния su
описывается выражением типа (1) [25]
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Последнее выражение можно использовать для
математического определения ар, а именно ар рас-
сеивателя с центром в точке 0x  при падении на
него плоской волны ))(exp( 0xxk -i l  единичной
амплитуды и нулевой фазы в центре рассеивателя

0x  есть соответствующий спектр рассеянных пло-
ских волн нулевой фазы относительно центра
в представлении поля рассеяния в виде (3). Как бу-
дет видно из выражений (5)–(7), ар в сферической
системе координат представляет собой амплитуду
переноса нулевого приближения в геометрооптиче-
ском представлении поля рассеяния (3).

В случае, когда первичное поле типа (1) созда-
ется направленным источником (т. е. представляет
собой совокупность плоских волн) с центром в на-
чале координат, а рассеиватель находится в точке

),,( 000 zyx , то результирующее ар ),( 0xk snT  мо-
жет быть найдено с помощью техники, изложен-
ной в [25], и имеет вид
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Асимптотическая оценка интеграла (4), анало-
гично тому как это делалось в [25], дает следую-
щее представление:
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Здесь
L  — оператор, определяемый выражением
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T  и 'T — результирующее и обычное (невоз-

мущенное) ар соответственно в сферической сис-
теме координат;

),,( 000 ϕθR  — сферические координаты точки
),,( 000 zyx ;

),,( sssR ϕθ  — сферические координаты отно-
сительно точки ),,( 000 zyx  (центра рассеивателя);

ϕθ ,∆  — оператор Бельтрами на сфере (угловая
часть лапласиана).

Представление (5)–(7) позволяет легко проана-
лизировать ошибки при вычислениях реального ар
в виде конечной суммы. Так, в зоне Фраунгофера
можно ограничиться нулевым приближением
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что соответствует представлению о том, что поле
источника в точке рассеивателя представляет со-

бой плоскую волну с весом )exp(
),(

0
0

00 ikR
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D ϕθ
.

Суммарное поле рассеивателя с ар вида (4) не-
обходимо рассчитывать с помощью выражения (3)
после соответствующей замены ар ),( sl

n
mT kk  на

ар (4) с привязкой начала координат к центру рас-
сеивателя, после чего может быть получено гео-
метрооптическое представление вида (5)–(7). То
же относится и к нулевому приближению (8), для
которого поле рассеяния в виде (5)–(7) равно
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Если теперь уже в (9)–(11) ограничиться нуле-
вым приближением, то получим лучевую версию
рассеяния
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а именно луч, вышедший из направленного источ-
ника в сторону рассеивателя под углами 00 ,ϕθ
в системе координат источника (взвешивается его
дн ),( 00 ϕθD ), достигает рассеивателя в точке

),,( 000 ϕθR , отражается под углами ss ϕθ ,  относи-
тельно рассеивателя, одновременно взвешиваясь
по ар и достигая точки ),,( sssR ϕθ  в системе коор-
динат рассеивателя, приобретает амплитуду (12).

2. ДВА РАССЕИВАТЕЛЯ В ПОЛЕ
ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ

Рассмотрим далее случай, когда в однородном
пространстве расположено два рассеивателя 1S
и 2S  с соответствующими исходными (невозму-
щенными) ар (когда их влияние друг на друга ис-
ключено) ),(1

sl
n

mT kk  и ),(2
sl

n
mT kk . Пусть центр

первого расположен в точке )
2

,0,0( 0z
− , второго —

в точке )
2

,0,0( 0z
. Будем рассматривать суммарное

поле рассеяния в случае падения на указанную па-
ру рассеивателей плоской волны )exp( xk li , рас-
пространяющейся для определенности в сторону
возрастания величины z , т. е. снизу вверх. Поле
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ищется суммированием многократно рассеянных
плоских волн. Принцип суперпозиции здесь уме-
стен, т. к. каждой падающей плоской волне соот-
ветствует своя совокупность рассеянных волн, ко-
торые вместе с падающей обеспечивают выполне-
ние граничных условий на рассеивателе; и так для
всех пар (падающих плоских волн — соответст-
вующих им рассеянных волн). Отметим, кроме то-
го, что построенное таким образом решение явля-
ется единственным в силу единственности состав-
ляющих его слагаемых начиная с первичных по-
лей рассеяния, что определяется выбором соответ-
ствующих условий излучения Зоммерфельда.

Обозначим результирующие ар (т. е. после всех
переотражений) соответственно ),(1

1
sl

nT kk  и

),(1
2
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щее. Плоская волна )exp( xk li , распространив-
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них первичные поля рассеяния соответственно
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страняется вверх, достигает 2S , переотражается
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Используя выражение (4) для расчетов вторич-
ных ар и действуя совершенно идентично тому,
как это проделывалось в случае, когда роль второ-
го рассеивателя играла граница раздела, ар кото-
рой служил коэффициент отражения [25], получим
следующие представления:

( ) [ ]
( ) [ ] ),,(

),(

)2/exp(
),(

1
1

111
1

1
1

1

0

1
1

0

1
1

1
1

sl

sl
n

n

l

sl

TAI

TA

zi
T

kk

kk

kk

−

∞

=

−=

==

=
−

∑
α

(14)

( ) [ ]
( ) [ ] ),,(ˆ

),(ˆ

),(

1
1

111
1

1
1

1

0

1
1

1
1

1
2

sl

sl
n

n

sl

TAI

TA

T

kk

kk

kk

−

∞

=

−=

==

=

∑
(15)

где ),(ˆ 1
1

1
slT kk  определяется выражением

.dd)exp(
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Оператор 1
1A  определяется следующим образом:
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Как видно из (17), оператор 1
1A  вычисляет до-

бавку к ар ),(1
1

1

slT kk  за один цикл: рассеянная
на 1S  волна достигает 2S , переотражается обрат-
но, достигает 1S  и вызывает очередное прираще-

ние ар ),(1
1

1

slT kk . Заметим, что учет конечного
числа членов рядов (14), (15) может быть исполь-
зовано для приближенного вычисления состав-
ляющих ар.

Формально ряды Неймана (14), (15) сходятся,
когда норма оператора (17) меньше единицы. Од-
нако из физических соображений ясно, что если
соответствующие составляющие результирующей
ар существуют, то по построению единственного
решения представляют собой именно ряды типа
(14), (15), т. к. эти ряды лишь отражают физику
происходящих процессов и представляют собой
решение, альтернативное описанному в работах
[1–15]. Справедливым это должно остаться и в ус-
ловиях наличия резонансных явлений при одиноч-
ном и множественном рассеянии [9, 13].

Для сходящихся рядов (14), (15) можно обра-
тить оператор ( ) 11

1
−

− AI  стандартным образом,
после чего получаем интегральные уравнения для
определения составляющих результирующей ар

),(1
1

1
slT kk :
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 (18)

( ) [ ] ),,(ˆ),( 1
1

11
1

1
2

1
1 slsl TTAI kkkk =−                  (19)

где оператор 1
1A  определяется из (17).

Отметим, что после определения величины ре-
зультирующего ар ),(1

1
1

slT kk  рассеивателя 1S ,

легко получить результирующий ар ),(1
1

2
slT kk

рассеивателя 2S . Для этого, как легко заметить,
к первичной составляющей ×),(1

1
2

slT kk

)
2

exp( 0z
i lα× , вызванной падением первичной

плоской волны, необходимо добавить составляю-
щую, вызванную рассеянием на 2S  суммарного
поля рассеяния рассеивателя 1S  с результирую-

щим ар ),(1
1

1
slT kk . Или в окончательном виде
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Поступая совершенно аналогично, найдем со-
ответствующие интегральные уравнения для

),(2
1

2
1 slT kk  и ),(2

1
2
2 slT kk , являющихся состав-

ляющими результирующего ар
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2
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2
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2
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slslsl TTT kkkkkk += (21)

рассеивателя 2S  в нижнем полупространстве:
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где ),(ˆ 2
1

2
slT kk  определяется выражением

,dd)exp(

)],()][([
2

)
2

exp(

),(ˆ

0

1
1

12
1

2

0

2
1

2

2

nynxn

R n

nlsn

l

sl

kkzi

T,T

iz
i

T

α

α

π
α

×

××

×−=

=

∫
kkkk

kk

а оператор ),]([2
2 slTA kk  равен

.dd)exp(
)(

dd)exp(
),(),(

2

),]([

0

2
1

2

0

1
2

1

2

2
2

2 2

mymxm
m

sm

R R
nynxn

n

nlmn

sl

kkzi
,T

kkzi
TT

i

TA

α
α

α
α

π

kk

kkkk

kk

×

×









×

×




=

=

∫ ∫
  

(24)

Результирующий ар рассеивателя 1S  в нижнем
полупространстве определяется из выражения
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.dd)exp(
)],()][([
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Пусть теперь первичная волна распространяет-
ся сверху вниз. Тогда останутся верными все вы-
ражения (13)–(25), если в них произвести следую-
щие изменения. Первичные поля будут соответст-

венно )
2

exp(),( 0
1

1 z
iT lsl

n αkk  и )
2

exp(),( 0
1

2 z
iT lsl

n α−kk .

Далее в выражениях (13)–(25) во всех функциях
ар, содержащих аргумент lk , необходимо правый
нижний индекс в обозначении функции поменять
с 1 на 2, а во всех экспонентах, содержащих lα ,
поменять знак на противоположный. Все осталь-
ные обозначения и выражения останутся без изме-
нений. Например, выражения (22), (23) примут со-
ответственно вид
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( ) [ ] ),(ˆ),( 2
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2
2 slsl TTAI kkkk =− . (23а)

Таким образом, получены все выражения для
определения результирующих ар двух рассеивате-
лей ),(

1
sl

n
lT kk  и ),(

2
sl

n
lT kk ; 2,1, =nl . Такая

информация является, безусловно, полезной хотя
бы для того, чтобы судить о степени возмущения
исходных ар.

3. ОБОБЩЕНИЕ НА ЧИСЛО РАССЕИВАТЕЛЕЙ
БОЛЬШЕ ДВУХ И ПРОИЗВОЛЬНОЕ

ПЕРВИЧНОЕ ПОЛЕ

В тех случаях когда возмущением ар пренеб-
речь нельзя, практически более значимой являет-
ся, по-видимому, информация о совокупной ар
системы, состоящей из рассматриваемых двух
рассеивателей. Последнюю легко получить, поль-
зуясь выражением (3), принципом суперпозиции
и Замечанием в разделе 1. Окончательно имеем
для совокупной ар ),( sl

n
lT kk  систему (26):
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     2,1=l .

После вычисления совокупного ар ),( sl
n

lT kk
уже просто проделать две важные вещи.

Во-первых, подставляя (26) в выражение (4)
либо (5)–(7), можно вычислить совокупный ар при
облучении системы рассеивателей направленным
источником с полем (1). При этом очевидно, что
центр системы рассеивателей находится посреди-
не между центрами обоих рассеивателей.

Во-вторых, умение вычислять совокупный ар
),( sl

n
lT kk  системы, состоящей из двух рассеива-

телей, позволяет последовательно решить задачу
о N  рассеивателях. А именно: сначала рассмат-
ривается система из двух рассеивателей, находит-
ся их совокупное ар и оба рассеивателя заменяют-
ся одним, фиктивным, который обладает их сово-
купным ар с центром, лежащим посредине между
центрами исходных рассеивателей. Затем рассмат-
ривается система рассеивателей, состоящая из
третьего рассеивателя и описанного фиктивного,
находится их совокупное ар и т.д., пока не будут
исчерпаны все рассеиватели и не найдено единое
совокупное ар всех N  рассеивателей. Правомер-
ность описанной итерационной процедуры следу-
ет из принципа суперпозиции.

Представляет интерес получить из вышеприве-
денных выражений полученные ранее в [25, 26]
результаты для случая, когда одним из рассеива-
телей является отражающая плоскость (плоская
граница раздела), для которой в Приложении 1 по-
лучено выражение ар. Подставляя выражение (П1)
для ар ),(2

1 slT kk  отражающей плоскости, напри-
мер, в выражения (16)–(20), получим приведенные
в [25, 26] интегральные уравнения для случая рас-
сеивателя у плоской отражающей границы 1)

                                                
1) К сожалению, из-за допущенной автором опечатки, в
работах [25–27] в интегральных операторах типа (17),
(20), (24), (25) отсутствует постоянный множитель

π2/i .
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4. ГЕОМЕТРООПТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ МНОЖЕСТВЕННОГО

РАССЕЯНИЯ

Рассмотрим далее случай, когда в поле первич-
ной плоской волны по-прежнему находятся два
рассеивателя. При этом ограничимся ситуацией,
когда можно принять допущение, что рассеивате-
ли находятся друг по отношению к другу в зоне
Фраунгофера. Тогда можно воспользоваться вы-
ражением (8) для расчета ар расеивателя, находя-
щегося в первичном поле рассеяния другого рас-
сеивателя и далее вычислить результирующие ар.

Первичная плоская волна )exp( xk li , идущая
для определенности снизу вверх, вызовет на рас-
сеивателях 1S  и 2S  два невозмущенных рассеян-
ных поля с ар соответственно
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(ар представлены в сферических координатах,
ssss ϕθϕθ ,,, 21  — сферические углы относительно

центров). Как показано выше, каждое из этих пер-
вичных рассеянных полей будет принимать уча-
стие в формировании результирующих рассеян-
ных полей обоих рассеивателей. Получим при-
ближение, например, для ),,,( 1

'1
ssllT ϕθϕθ ,

]
2

,0[1
πθ ∈s . Как нетрудно увидеть, вычисление

последнего ар
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распадается в этом случае на вычисление двух
геометрических прогрессий
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Учтено, что при 0=θ  или πθ =  зависимость
от ϕ  пропадает. Полагая справедливым условие

1<q , получим для результирующего ар
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Используя (20), получаем для ]
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В выражениях (30), (31) ]2,0[ πϕ ∈s . Аналогич-
но находятся результирующие ар в оставшейся

области определения ],
2

[ ππθ ∈s , ]2,0[ πϕ ∈s .

А именно:
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где
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Выражения для случая, когда первичная пло-
ская волна набегает на рассеиватели сверху вниз
получаются из (27)–(36), если во всех экспонентах,
содержащих lα , поменять знак на противополож-
ный. Отметим, что при условии 0zRs >> , где

sssR ϕθ ,,  — сферические координаты точки на-
блюдения относительно центра системы рассеива-
телей, в выражениях (27–36), можно положить

sss θθθ ≈≈ 21 .

ВЫВОДЫ

Таким образом, в работе получены точные вы-
ражения (интегральные уравнения), позволяющие
в общем виде рассчитывать результирующие ар
двух рассеивателей в условиях, когда они нахо-
дятся в поле первичной волны и в возмущающем
поле друг друга, при условии, что известны не-
возмущенные ар рассеивателей. Это в свою оче-
редь позволяет организовать процедуру учета
множественного рассеяния на трех и более телах.
Кроме того, получены нулевые геометрооптиче-
ские приближения результирующих ар для случая,
когда рассеиватели находятся в зоне Фраунгофера
по отношению друг к другу. Приведенные выра-
жения позволяют достаточно просто решать род-
ственные рассмотренной задачи учета влияния
границ раздела и неоднородностей на результи-
рующие ар.

Изложенный метод, дающий те же, но лишь в
других терминах решения задачи множественного
рассеяния, что и метод, изложенный в [1–15], еще
раз подчеркивает, что ар является отнюдь не толь-
ко и не столько характеристикой дальнего поля,
а заключает в себе исчерпывающую информацию
о поле в любой точке вне рассеивателей. Кроме
того, изложенный метод позволяет при наличии
банка данных невозмущенных ар рассеивателей
легко конструировать решение задач множествен-
ного рассеяния с произвольной конфигурацией
в отличие от альтернативного подхода, где реше-
ние каждый раз нужно строить заново.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1. Амплитуда рассеяния плоской
границы раздела

Пусть в однородном пространстве плоскость
0=z  служит границей раздела однородного ниж-

него полупространства 0≤z  и верхнего слоисто-

неоднородного полупространства 0≥z . При па-
дении плоской волны ))(exp( zykxki llylx α++  из
нижнего полупространства на границу раздела
в нем образуется отраженная от этой границы
плоская волна ))(exp()( zykxkiV llylxl αα −+ , где

)( lV α  — функция коэффициента отражения от
границы. Для вычисления ар отражающей плоско-
сти формально воспользуемся выражением (3).
Учитывая, что рассеянное поле в этом случае рав-
но

))(exp()(),( zykxkiVu llylxlls αα −+=kx ,

перепишем (3) в виде

.dd))(exp(
),(

2

))(exp()(

2

2
1

sysxssysx
R s

sl

llylxl

kkzykxki
Ti

zykxkiV

α
απ

αα

−+=

=−+

∫
kk

Анализ последнего выражения показывает, что
ар отражающей плоскости равен
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Здесь использовано фильтрующее свойство δ -
функций.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2. Амплитуды рассеяния двух
близлежащих сфер с однородным условием
Дирихле на границах

Пусть задано два сферических рассеивателя
с однородными условиями Дирихле на поверхно-
сти (абсолютно мягкие границы) соответственно
с радиусами 1R  и 2R . Центры сфер находятся

в точках )
2

,0,0( 0z
−  и )

2
,0,0( 0z

. Выражение для ар

рассеяния подобной сферы в низкочастотном при-
ближении с точностью до )( 3kO  приведено в ра-
боте [28, с. 86]:
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где 0R — радиус сферы.
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При переходе в интегралах типа (17) к сфери-
ческой системе координат =yx kk dd

ϕθθαϕθθθϕξξ ddsinddcossindd 2 kk === , а
пределы интегрирования меняются следующим

образом: )
2

,0[, 2 ∞−∈⇒∈ iRkk yx
πθ , ]2,0[ πϕ ∈ .

Элементарные вычисления дают [25]:
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];2,0[, πϕϕ ∈sl   ).
2

,0[, ∞−∈ jsl
πθθ

Здесь ssll ,,, ϕθϕθ  — сферические координаты век-
торов lk  и sk  соответственно на сфере радиусом
k  при изменении ),0[ ∞∈ξ .

После подстановки (П3) в соответствующие
интегралы могут быть точно вычислены результи-
рующие ар обеих сфер.

При использовании приближенных выражений
(27)–(36) при вычислении ар в них необходимо
подставлять выражение невозмущенных выраже-
ний ар в виде (П2).

Проведем вычисления для случая двух сфер
одинакового радиуса 0R  при падении плоской
волны с соответствующими углами 2/πθ =l ,

0=lϕ . Оценим величину результирующего рас-

сеяния 
'

T , например, в направлении 2/πθ =s ,
0=sϕ , совпадающем с направлением падения

первичной волны. Это интересно еще и потому,
что справедливо соотношение [28, с. 69]

),,(Im4 '
llll ,T

k
Q ϕϑϕθπ= ,

где Q  — полное поперечное сечение рассеяния.
Вычисляя (30) с учетом (27)–(29) и (П2), имеем
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Учитывая, что 
2
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T  можно

рассчитать либо из (31), либо из (32) и (34)–(36).

Окончательно имеем такое же значение, что под-
тверждает симметрию задачи
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Для результирующего ар из (26) получаем
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Пренебрегая множественным рассеянием, из (П2)
получаем
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что формально соответствует ∞=0z  в (П4).
Рассмотрим далее случай, когда 0=lθ , 0=sθ .

Действуя, как и в первом случае )( kl =α , имеем:
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Для результирующего ар из (26) имеем
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Из последнего выражения видно, что характер ре-
зультирующего ар стал сложнее, а при ∞=0z  ар
снова равен удвоенному одиночному ар.
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SOLVING  THE  PROBLEM  OF  MULTIPLE  SCATTERING
ON  AN  ARBITRARY  NUMBER  OF  SCATTERERS

IN  THE  HOMOGENEOUS  THREE-DIMENSIONAL  SPACE

B. P. Sharfarets

Saint-Petersburg

The article offers an approach to the solution of the problem of multiple scattering on a set of bodies in the
homogeneous boundless space. For this purpose we consider the problem of multiple scattering of two bodies
located in a primary field of a plane wave. The initial nonperturbed scattering amplitudes of each scatterer are
assumed known. The solution is constructed by the calculation of repeated rescattering of plane waves between
scatterers.

The integral equations permitting one to calculate resultant scattering amplitudes for each of them and a cu-
mulative scattering amplitude of a system consisting of two scatterers are obtained.

It is shown that the solution of this problem allows one to solve the problem of the scattering field for an ar-
bitrary number of scatterers. The expressions for the scattering amplitude in the case of an arbitrary primary
field are given. The relation between integral equations for multiple scattering in the homogeneous space and
those for multiple scattering of a single body near the plane boundary is demonstrated. The approximate expres-
sions for calculation of the scattering amplitude in the case of multiple scattering are  presented.


