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УДК 53.082.72: 621.3.032.26

 С. И. Шевченко

О  РАСЧЕТЕ  АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ  ПОЛЕЙ  В  ОБЛАСТЯХ,

ЗАПОЛНЕННЫХ  ОБЪЕМНЫМ  ЗАРЯДОМ

Потенциал электростатического поля в области пространства, заполненной объемным зарядом, находится
как решение задачи Дирихле для аксиально-симметричного уравнения Пуассона, которая решается методом
коллокации для соответствующего граничного интегрального уравнения. Вклад от облака объемного заряда
в потенциал в любой точке пространства находится как сумма вкладов от прямоугольных ячеек сетки, вы-
числяемых аналитическим интегрированием соответствующих интегралов, в которых функция плотности
объемного заряда интерполирована билинейным распределением.

ВВЕДЕНИЕ

Данная работа является продолжением работы
[1], которая была посвящена нахождению потен-
циала электростатического поля в области про-
странства, имеющей плоскую симметрию и запол-
ненной объемным зарядом. В данной работе рас-
сматривается аксиально-симметричное уравнение
Пуассона [2]

0ε
ϕ Q−=∆ ,                                (1)

где 12
0 108542.8 −⋅=ε  Ф/м — электрическая посто-

янная, Q — функция плотности объемного заряда
(ПОЗ).

Уравнение (1), имеет эквивалентное ему инте-
гральное уравнение [3], записанное для случая ак-
сиально-симметричной геометрии:
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где )(rσ  — функция плотности поверхностного
заряда (ППЗ); ),( 0rrG  — ядро интегрального
уравнения; точка 0r , в которой ищется потенциал,
называется точкой наблюдения (ТН); первый ин-
теграл берется по длине контура всех электродов
(границы), а второй — по площади той части про-
ходящей через ось симметрии плоскости, которую
занимает объемный заряд (ОЗ); коэффициент

04/1 πε , который должен быть перед первым чле-
ном, включен в функцию σ.

Задача Дирихле для аксиально-симметричного
уравнения Лапласа рассматривалась в работах [4–
7], где после некоторых преобразований под инте-
гралом в (2) получали непрерывную функцию

с разрывной первой производной, которую затем
подвергали численному интегрированию по фор-
муле Гаусса.

Отличие рассматриваемого в данной работе
случая аксиально-симметричной геометрии от
случая плоской геометрии [1] заключается в более
сложном виде ядра интегрального уравнения

),( 0rrG . Это ядро для задачи Дирихле для урав-
нения Лапласа несет в себе характерные особен-
ности аксиально-симметричной геометрии
и имеет вид [4]
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где ),( 000 rz=r — координаты точки наблюдения,
),( rz=r — координаты точки интегрирования,

K(k) — полный эллиптический интеграл первого
рода,
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Полный эллиптический интеграл первого рода
K(k) в области 10 1 ≤< m  допускает интерполяцию
с точностью не хуже 8102 −⋅  [8]
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Значения коэффициентов приведены в [8].
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Если подставить это выражение для функции
K(k) в ядро (3), то после некоторых преобразова-
ний получим
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Выражение, содержащее функцию
])()ln[( 2

0
2

0 zzrr −+− , выделено в отдельный
член, так как именно оно несет в себе сингуляр-
ность и при интегрировании должно быть рас-
смотрено с особым вниманием. Входящие в (5)
функции 21 , ff  являются гладкими везде в облас-
ти 0≠r .

Как обычно (см., например, [1]), решение урав-
нения Пуассона осуществляется следующим обра-
зом: полный потенциал φ разбивается на две час-
ти: вклад от ОЗ 2ϕ  и некоторый потенциал 1ϕ .
Если вклад 2ϕ  от ОЗ, удовлетворяющий уравне-
нию Пуассона (1), представить в виде
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то для оставшейся части потенциала 1ϕ  получа-
ются уравнения (граничная задача)
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Второе уравнение (граничное условие) записыва-
ется для всех электродов (элементов границы).
Здесь iS  — поверхность электрода номер i, iU —

значение потенциала на этом электроде, 
iS2ϕ — зна-

чение функции 2ϕ  на поверхности этого электрода.

Таким образом, задача нахождения потенциала
или компонент электростатического поля разбива-
ется на две.

1. По формуле (6) находится вклад 2ϕ   от ОЗ
в точках коллокации задачи (7), и в результате
подстановки этого вклада во второе равенство (7)
находится функция плотности поверхностного за-
ряда (ППЗ) )(rσ .

2. Известная функция ППЗ )(rσ  подставляется в
(2), и, производя интегрирование в первом и втором
интегралах, находим значение потенциала в любой
точке пространства (точке наблюдения (ТН)).

Особенности, которые появлялись в первом ин-
теграле, были ранее рассмотрены в работе [7].
В данной работе рассмотрим особенности второго
интеграла в (2), т.е. интеграла (6).

Чтобы не проводить сразу интегрирование
по всей площади, занимаемой ОЗ, эту площадь по-
крывают некоторой прямоугольной сеткой (воз-
можно, неравномерной). Тогда интеграл в (6) сво-
дится к совокупности интегралов по каждой от-
дельной ячейке
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где rz ii ,  — номера ячеек (номер левой нижней
вершины) вдоль направлений Z и R соответствен-
но, rz NN , — количества ячеек сетки в направле-
ниях Z и R соответственно, ),( rzq iiϕ  — вклад от
одной ячейки сетки, содержащей пространствен-
ный заряд. Он определяется выражением
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где kn zz ,  — левый и правый, а kn rr ,  — нижний и
верхний пределы рассматриваемой ячейки, οο rz ,  —
координаты точки наблюдения.

Вполне очевидно, что простейшим способом
взятия двойного интеграла в (9) является повтор-
ное численное интегрирование. Если, например,
применить повторное численное интегрирование
методом Гаусса [9], то получаем формулу
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где ),( ji rzQ  — значения плотности объемного за-
ряда в узлах интегрирования ),( ji yx ; nkz zz −=δ
— длина (протяженность) рассматриваемой ячей-
ки в направлении Z; nkr rr −=δ  — длина (протя-
женность) рассматриваемой ячейки в направлении
R; ji AA ,  — коэффициенты квадратурной форму-
лы Гаусса.

Если плотность пространственного заряда яв-
ляется довольно гладкой и может быть в пределах
каждой ячейки сетки аппроксимирована билиней-
ным распределением, тогда интегрирование в (3)
можно для каждой прямоугольной ячейки провес-
ти аналитически.

ФУНКЦИЯ ПЛОТНОСТИ
ПРОСТРАНСТВЕННОГО ЗАРЯДА

В известных нам работах [5, 6] в пределах каж-
дой ячейки функцию ПОЗ считали константой.
Очевидно, что такая аппроксимация не может
быть удовлетворительной для неоднородных
функций распределения ПОЗ.

Если ядро интегрального уравнения G, преоб-
разованное к виду (5),  подставить в формулу (9),
то получим в последней под знаком интеграла
(помимо всего прочего) произведение G·Q.
Т. к. функции ),(),,( 21 rzfrzf  и  Q мы считаем
гладкими, то имеет смысл проводить интерполя-
цию не одной функции ППЗ, а произведений

),(),(1 rzQrzf   и ),(),(2 rzQrzf .
Так же, как в работе [1], используем интерпо-

ляцию билинейным полиномом (в пределах каж-
дой ячейки):
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                 (11)

В этой формуле уже проведено приведение ко-
ординат к ТН (см. [1]).

НАХОЖДЕНИЕ ВКЛАДА В ПОТЕНЦИАЛ
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ
ОТ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ЯЧЕЙКИ,

ЗАПОЛНЕННОЙ ОБЪЕМНЫМ ЗАРЯДОМ

Из предыдущего материала следует, что рас-
сматриваемый вклад в потенциал от прямоуголь-
ной ячейки имеет вид
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Второй из входящих в последнюю формулу по-
вторных интегралов мы уже рассмотрели в работе
[1], посвященной решению уравнения Пуассона
в плоской геометрии.

Первый интеграл равен сумме
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где 11011000 ,,, PPPP  — элементарно берущиеся ин-
тегралы:
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НАХОЖДЕНИЕ ВКЛАДА В КОМПОНЕНТУ
НАПРЯЖЕННОСТИ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО
ПОЛЯ )(zE  ОТ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ЯЧЕЙКИ,
ЗАПОЛНЕННОЙ ОБЪЕМНЫМ ЗАРЯДОМ

Вклад в компоненту напряженности электро-
статического поля )(zE  от прямоугольной ячейки,
заполненной объемным зарядом, определяется
выражением
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где ядро [6]
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E(k) — полный эллиптический интеграл второ-
го рода  в области 10 1 ≤< m  допускает интерпо-
ляцию с точностью не хуже 8102 −⋅  [8]:
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Значения коэффициентов приведены в [8].
Если провести с ядром )( zG  такие же преобра-

зования, что и с ядром G , то легко получить сле-
дующее выражение
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Обратим внимание, что функции
)(

3
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2
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1 ,, zzz fff  и Q  являются гладкими, поэтому
имеет смысл проводить совместную интерполя-
цию следующих функций
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(В этих формулах уже сделано приведение коор-
динат к ТН)

При таком подходе вклад в компоненту )(zE
принимает вид
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Первый из стоящих в правой части последнего
выражения интегралов рассмотрен нами в преды-
дущем параграфе. Второй и третий интегралы бы-
ли нами рассмотрены в работе [1].

НАХОЖДЕНИЕ ВКЛАДА В КОМПОНЕНТУ
НАПРЯЖЕННОСТИ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО
ПОЛЯ )(rE  ОТ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ЯЧЕЙКИ,
ЗАПОЛНЕННОЙ ПРОСТРАНСТВЕННЫМ

ЗАРЯДОМ

Вклад в компоненту напряженности электро-
статического поля )(rE  от прямоугольной ячейки,
заполненной пространственным зарядом, опреде-
ляется выражением:
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где ядро [6]
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Если провести с ядром )(rG  такие же преобра-
зования, что и с ядром )(zG , то легко получить
следующее выражение
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Обратим внимание, что функции
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1 ,, rrr fff  и Q  являются гладкими, поэтому
имеет смысл проводить совместную интерполя-
цию следующих функций:
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(В этих формулах уже выполнено приведение ко-
ординат к ТН.)

При таком подходе вклад в компоненту )(rE
принимает вид
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Входящие в последнее выражение  интегралы
были нами рассмотрены ранее в данной работе
или в работе [1].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, мы получили весьма простой
алгоритм решения аксиально-симметричного
уравнения Пуассона при известном распределении
плотности объемного заряда, в основе которого
лежит умение вычислять вклад в потенциал или
компоненту напряженности электрического поля
от  прямоугольной области объемного заряда. Вся
область пространства, занятая объемным зарядом,
разбивается на прямоугольные ячейки с помощью
прямоугольной сетки. Полный вклад в потенциал
в данной ТН от всего облака объемного заряда на-
ходится суммированием по всем ячейкам сетки.

Теперь обсудим, что положительного и что от-
рицательного получает программа при переходе от
численного к аналитическому интегрированию.
Ниже проведем сравнение результатов, получен-
ных с помощью разработанного в данной статье
алгоритма, с результатами, полученными по фор-
муле (10) при двукратном интегрировании мето-

дом Гаусса с числом узлов гауссовой квадратуры
10== grgz NN .

Время расчетов. При нахождении вклада в по-
тенциал от ОЗ, занимающего прямоугольную об-
ласть, поделенную на 40 × 40 ячеек, развитый
в данной работе алгоритм затратил 3.13 с, а алго-
ритм, основанный на формуле (10), затратил 3.29 с.
Т. е. алгоритм данной работы практически не име-
ет преимуществ по времени.
Точность расчетов. При билинейном интерпо-

лировании мы (в зависимости от величины ячеек
сетки и гладкости функции ПОЗ) можем несколь-
ко потерять в точности расчетов, т. к. проводим
интерполирование не только функции плотности,
но и функций ., 21 ff  Для демонстрации влияния
интерполяции этих функций используем равно-
мерное (постоянное) распределение плотности
объемного заряда и сравним результаты для вкла-
да  от самых нижних ячеек (касающихся оси), яче-
ек, лежащих посередине облака ОЗ, и самых верх-
них ячеек. В качестве относительной ошибки ис-
пользуем разницу между результатами, получен-
ными двумя рассматриваемыми способами, де-
ленную на результат, полученный с помощью ал-
горитма, основанного на формуле (10).
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Табл. 1

Номер ячейки iy Относительная ошибка
1 7.462025e-003
20 5.613663e-005
40 4.254564e-005

Табл. 2

Номер ячейки iy Относительная ошибка
1 3.813173e-003
20 4.349788e-005
40 2.596540e-005

Табл. 3

Номер ТН Относительная ошибка
1 5.600178e-004
2 1.207571e-004
3 7.608428e-005

Табл. 4

Отклонение по Y Относительная ошибка
0.03 6.692424e-004
0.01 4.834191e-003
0.001 1.350306e-002

Видно (табл. 1), что алгоритм данной работы
уступает в точности алгоритму, основанному на
формуле (10), который можно принять за идеаль-
ный. Причем наиболее заметно это вблизи оси, где
функции 21 , ff меняются вдоль оси R наиболее
резко. Поэтому увеличение числа ячеек (более
частое деление) вдоль направления R должно
уменьшить погрешность. Это демонстрируется ре-
зультатами, приведенными в табл. 2, полученными
для приведенного выше облака ОЗ, поделенного
вдоль направления R на 80 ячеек.

Вполне очевидно, что при нахождении вклада от
всего облака ОЗ, наибольшая относительная ошиб-
ка вычисления будет уменьшаться за счет усредне-
ния ошибок от отдельных ячеек. Это демонстриру-
ется результатами табл. 3, где приведены значения
вклада в потенциал от всего облака ОЗ для трех ТН:
1 — находящейся посредине самой нижней, 2 —
средней и 3 — самой верхней ячеек.

Видно, что хотя результаты алгоритма данной
статьи и уступают результатам алгоритма форму-

лы (10), однако могут считаться вполне допусти-
мыми по точности.

Особое внимание следует обратить на интегри-
рование в случае, когда ТН принадлежит ячейке,
по площади которой осуществляется интегрирова-
ние. Очевидно, что при близости ТН к одному из
узлов численного интегрирования, точность ин-
тегрирования может ухудшаться. Для демонстра-
ции этого приведем в табл. 4 значения вклада
в потенциал от одной ячейки ОЗ при приближении
ТН к узлу гауссовой квадратуры. Величина откло-
нения по Y от одного из узлов гауссовой квадрату-
ры дается в длинах стороны ячейки.

На основании этих данных можно сделать вы-
вод, что во всех случаях, когда ТН не могут значи-
тельно приближаться или совмещаться с узлами
двукратной гауссовой квадратуры, оправдано и
более выгодно с точки зрения точности примене-
ние алгоритма, основанного на формуле (10).
К таким случаям можно отнести

 первую стадию решения уравнения Пуас-
сона (нахождение плотности поверхностного за-
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ряда), когда ТН — это точки коллокации, распо-
ложенные на поверхности электродов, на которой
узлов двукратной гауссовой квадратуры быть не
может;

 расчет компонент электростатического по-
ля на сетке для последующего вычисления траек-
торий.

Но с другой стороны, когда ТН  могут значи-
тельно приближаться или даже совмещаться с уз-
лами двукратной гауссовой квадратуры, этот слу-
чай может реализоваться при расчете траекторий
с прямым вычислением компонент электростати-
ческого поля, когда положение ТН определяется
программой расчета траектории, и поэтому вполне
вероятно приближение ТН узлу двукратной гаус-
совой квадратуры. В этих случаях, очевидно, сле-
дует отдать первенство разработанному в данной
статье алгоритму, точноcть результатов которого
не зависит от положения ТН относительно ячейки,
по площади которой производится интегрирова-
ние.
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ON  THE  CALCULATION  OF  AXIALLY-SYMMETRIC
ELECTROSTATIC  FIELDS  IN  THE  SPACE-CHARGE  REGIONS

S. I. Shevchenko

Institute for Analytical Instrumentation RAS, Saint-Petersburg

The electrostatic field potential in the space-charge region is found as a solution to the Dirichlet problem for
the axially-symmetric Poisson equation. The problem is solved by the collocation method for the respective in-
tegral boundary equation. The contribution of the space-charge cloud to the potential at each point of the space
is defined as the sum of contributions from the square grid cells computed by taking respective integrals
wherein the space-charge density function is interpolated by a bilinear distribution.


