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АЛГОРИТМ  ПОЛУЧЕНИЯ  ВЫСОКОЙ  ТОЧНОСТИ
В  РАСЧЕТАХ  АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ

ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ  ПОЛЕЙ

Приводится алгоритм, позволяющий учесть причины, приводящие к потере точности в расчетах аксиально-
симметричных электростатических полей, и получить высокую точность расчетов. Особенности плотности
поверхностного заряда на концах и изломах электродов не учитываются.

ВВЕДЕНИЕ

Наибольшее количество практически приме-
няемых электронно- и ионно-оптических систем
имеют аксиальную симметрию. В данной работе
рассматривается численное нахождение электро-
статического поля методом граничных интеграль-
ных уравнений, являющимся наиболее перспек-
тивным с точки зрения точности вычислений и
широты применяемых элементов границы. В ос-
нове этого метода лежит решение граничного ин-
тегрального уравнения, эквивалентного задаче
Дирихле для уравнения Лапласа [1]:
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где интегрирование проводится по всей граничной
поверхности )(,, rr σSS ∈  — функция плот-
ности поверхностного заряда (ППЗ), ),( 0rrG  —
ядро интегрального уравнения.

Точка 0r , в которой ищется потенциал, называ-
ется точкой наблюдения (ТН).

Контур границы задается так же, как в алго-
ритме, разработанном для плоской геометрии [2]:
весь контур делится на части (электроды), которые
в свою очередь подразделяется на отрезки. Каж-
дый отрезок границы можно задавать отрезком
прямой линии, дугой окружности или гладкой ли-
нией, которая проводится через совокупность то-
чек. При таком задании границы интегральное
уравнение (1) принимает вид:
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где суммирование проводится по всем отрезкам
электродов, а интегрирование — по длине контура

каждого отрезка электрода, )( 0rpϕ   вклад
в полный потенциал от одного отрезка, pN  
число отрезков границы, pd   длина каждого от-
резка (ниже будем обозначать ее просто d ).

Решение задачи нахождения потенциала )( 0rϕ
и компонент напряженности электрического поля

)()( , rx EE  осуществляется в два этапа.
1. Соотношение (2) рассматривается как инте-

гральное уравнение относительно неизвестной
функции ППЗ σ . Это уравнение решается мето-
дом коллокации и в результате находится массив
значений )(lσ  в точках коллокации.

2. Известная функция ППЗ )(lσ  подставляется
в выражение (2), проводится численное интегри-
рование и получается значение потенциала в про-
извольной точке 0r .

Как в случае плоской геометрии [2], в рассмат-
риваемом случае аксиально-симметричной гео-
метрии в основе как первого, так и второго этапов
решения задачи нахождения потенциала )( 0rϕ  и
компонент напряженности электрического поля

)()( , rx EE лежит взятие интеграла в правой части
(2) численным методом. Как правило, применяется
численное интегрирование по формуле Гаусса.

Для применимости формулы Гаусса N  порядка
необходимо, чтобы интегрируемая функция была
непрерывна вместе с ее производными вплоть до

12 −N  порядка [3]. Очевидно, что основной путь
повышения точности расчетов как на первом, так и
на втором этапах решения задачи Дирихле  это
увеличение степени гладкости функции, подвер-
гаемой численному интегрированию.

В данной работе мы опишем один из возмож-
ных методов повышения гладкости функции, под-
вергаемой численному интегрированию.
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ЯДРО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Отличие рассматриваемого случая аксиально-
симметричной геометрии от случая плоской геомет-
рии заключается в более сложном виде ядра инте-
грального уравнения ),( 0rrG . Это ядро для задачи
Дирихле для уравнения Лапласа имеет вид [4]
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где ),( 000 rz=r   координаты точки наблюде-
ния, ),( rz=r  координаты точки интегрирова-
ния, K(k) — полный эллиптический интеграл пер-
вого рода,
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Эта задача Дирихле с ядром вида (3) уже рас-
сматривалась в [4]–[6], где с помощью алгоритма,
рассмотренного в общем виде в [3], под интегралом
в (2) после некоторых преобразований получали не-
прерывную функцию с разрывной первой производ-
ной, которую затем подвергали численному интег-
рированию по формуле Гаусса. Ясно, что когда уже
первая производная имеет разрыв, то ни о какой
приличной точности речи быть не может.

Полный эллиптический интеграл первого рода
K(k) допускает  интерполяцию [7] ( 10 <≤ m )
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значения коэффициентов ai и bi  приведены в [7].
Если подставить это выражение для функции

)K(k  в ядро (3), то после некоторых преобразова-
ний получим
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Выражение [ ]2
0

2
02 )()(ln zzrrf −+− выделено

в отдельный член, т. к. именно оно несет
в себе сингулярность и при интегрировании долж-
но быть рассмотрено с особым вниманием. Вхо-
дящие в (5) функции 1f  и 2f  являются гладкими
везде в области 0≥r .

Введем обозначение
2

0
2
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Как было показано ранее в [2], функция )2(L
для отрезка границы (ОГ) в виде отрезка прямой
линии имеет вид

22
0
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где l0 — расстояние от начала рассматриваемого
отрезка до точки — проекции ТН на данный отре-
зок, δ  — расстояние от ТН до отрезка.

Если в качестве ОГ используется некоторая
гладкая линия, то, как показано в [2], функция )2(L
представима в виде
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где d/1 δδ = , dl /=ζ , dl /00 =ζ , d — длина ОГ,
функция )(ζP  является гладкой на отрезке

]1,0[=ζ .

НАХОЖДЕНИЕ ПЛОТНОСТИ
ПОВЕРХНОСТНОГО ЗАРЯДА

(ФОРМИРОВАНИЕ И РЕШЕНИЕ
МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ)

Решение интегрального уравнения (2) будем
осуществлять методом коллокации. Реализация
этого метода значительно отличается для случаев
нахождения точки наблюдения r  вблизи или вда-
ли от точки наблюдения. Рассмотрим последова-
тельно оба этих случая.

Точка наблюдения находится вдали
от отрезка интегрирования

В этом случае поведение содержащейся в ядре
функции )2(L  и всего ядра является гладким. По-
этому интеграл в правой части выражения (2)
можно взять численно по формуле Гаусса. Выра-
жение для вклада в потенциал от одного отрезка
границы имеет вид
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Точка наблюдения находится вблизи
или непосредственно лежит
на отрезке интегрирования

Если точка наблюдения принадлежит отрезку
интегрирования или находится достаточно близко
к нему, то подынтегральная функция в ядре выра-
жения (2) вследствие наличия логарифмической
сингулярности в (5) уже не может считаться глад-
кой. Подставим в (2) выражения для ядра (5) и для
функции )2(L  и получим в  результате выражение
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Все находящиеся под знаком первого интеграла
функции являются гладкими. Поэтому к первому
интегралу можно применить формулу численного
интегрирования Гаусса
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Функция, стоящая под знаком второго интегра-
ла, содержит логарифмическую сингулярность,
лежащую на (при 0→δ )  или (при 0≠δ ) вблизи
отрезка интегрирования.  Применим к функции,
содержащейся под знаком второго интеграла в (7),
описанную в [3] методику понижения особенности
интегрируемой функции, для чего проведем пре-
образование подынтегральной функции

{ } { }[ ] [ ] ζδζζζζσζζσζζσ d)(ln)()()()()()( 2
1

2
0

1

0
2222 +−+−= ∫ ii NN fffdJ ,         (9)

где

{ } ∑ ∑
= =

−−=
i i

i

N

i

N

j

j
jiiiN Tff

1 1

1
0,22 )()()()( ζζζζσζσ

 — интерполяционный полином для функции
)()( 2 ςςσ f ,   )( iζσ   значения ППЗ в точках

коллокации, принадлежащих шаблону интерполя-
ции, iN   число точек в шаблоне интерполиро-
вания, ji,τ   коэффициенты.

Эти коэффициенты ji,τ  можно вычислить для
всей геометрии один раз при обработке геометри-
ческой информации. Значения ППЗ )( iζσ  счита-
ются неизвестными при нахождении коэффициен-
тов матрицы.

Далее придерживаемся канвы рассуждений,
приведенных в [3]: функция, стоящая под знаком
интеграла в правой части (9), не является доста-
точно гладкой, чтобы численное интегрирование
по формуле Гаусса было достаточно обоснован-
ным (требуется гладкость вместе с производными
до 12 −gN  порядка). Однако в результате прове-
денных преобразований степень гладкости подын-
тегральной функции значительно повысилась. По-
этому можно надеяться, что численное интегриро-
вание этой функции по формуле Гаусса даст ре-
зультат гораздо более точный, чем интегрирова-
ние исходной функции.

В результате проведенных преобразований по-
лучаем для интеграла 2J
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Видно, что )(
1

jb  является просто табличным ин-
тегралом. Теперь, собирая вместе члены, стоящие
при различных значениях ППЗ )( iζσ , мы полу-
чим коэффициенты матрицы (матричное уравне-
ние относительно неизвестных значений ППЗ

)( iζσ ). Это матричное уравнение (систему ли-
нейных алгебраических уравнений) решаем мето-
дом исключения Гаусса с выбором ведущего эле-
мента. В результате получаем значение функции
ППЗ )( iζσ  в точках коллокации.

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ

Для вычисления потенциала электростатиче-
ского поля используем формулу (2), в которой
функция ППЗ )(ζσ  считается уже известной.

Будем сначала считать подынтегральную
функцию достаточно гладкой, что справедливо,
когда интегрирование проводится по отрезкам
границы, расположенным достаточно далеко от
точки наблюдения 0r . В этом случае вполне обос-
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нованно применение в выражении (2) формулы
численного интегрирования Гаусса
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Рассмотрим теперь случай, когда подынте-
гральная функция уже не может считаться доста-
точно гладкой. Этот случай наблюдается, когда
интегрирование ведется по отрезку, расположен-
ному в непосредственной близости от точки на-
блюдения 0r . В этом случае не выполняется усло-
вие применимости формулы численного интегри-
рования Гаусса. Применим процедуру понижения
степени особенности подынтегральной функции
[3], предварительно выделив особенность, содер-
жащуюся под знаком логарифма
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В стоящем в правой части интеграле применя-
ем  процедуру понижения степени особенности
интегрируемой функции и получаем формулы (8),
(10). Далее суммируем вместе все члены, дающие
вклад в потенциал, создаваемый в точке наблюде-
ния различными отрезками границы, и получаем
потенциал в точке наблюдения.

ВЫЧИСЛЕНИЕ КОМПОНЕНТ
НАПРЯЖЕННОСТИ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО

ПОЛЯ )( zΕ  И )(rΕ

Известно, что выражения для компонент на-
пряженности электростатического поля )( zΕ  и

)(rΕ  получаются из формулы для потенциала
дифференцированием последней по координатам
точки наблюдения. В результате приходим к но-
вым функциям Грина, равным производным от
функции Грина (3) по соответствующей координа-
те точки наблюдения. Выражения для соответст-
вующих функций Грина имеют вид [5]:
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где )E(k   полный эллиптический интеграл вто-
рого рода.

После некоторых преобразований и подстанов-
ки вместо )K(k  и )E(k  интерполяционных выра-
жений из [7] получаем:
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Значения коэффициентов ci и di приведены в [7].
Аналогичным способом можно вывести выра-

жения для ядра :)(rG
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Видно, что ядро )(zG  на отрезке интегрирова-
ния (или вблизи него при 0≠δ ) имеет два члена
с особенностями, находящимися в точке наблюде-
ния. Поэтому гладкость ядра, а вместе с ним и
гладкость всей интегрируемой функции определя-
ется тем, близко или далеко расположена точка
наблюдения от отрезка интегрирования.

Если точка наблюдения находится далеко от
отрезка интегрирования, то ядро (а значит, и всю
подынтегральную функцию) можно считать глад-
ким и применить в выражении (2), в которое под-
ставлена функция Грина ),( 0

),( rrrzG , формулу
численного интегрирования Гаусса
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Совсем другое дело получается, когда точка
наблюдения расположена весьма близко или непо-
средственно на поверхности отрезка границы, по
которому идет интегрирование. В этом случае
прямое применение формулы Гаусса не является
корректным и не может обеспечить хорошей точ-
ности.

Чтобы обойти эту сложность, используем ме-
тод понижения степени особенности интегрируе-
мой функции [3]. Записываем выражение для
вклада в компоненту напряженности электроста-
тического поля )(zE  от одного отрезка границы,
предварительно использовав соотношение (5):
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Первые два члена, находящиеся в правой части,
мы уже рассмотрели выше: первый — см. (8), а
второй — (9).

Рассмотрим подробно вычисление третьего
члена в (14). В этом интеграле функция )(ζP  яв-
ляется гладкой на отрезке интегрирования, поэто-
му ее можно включить в совместную с функциями

)(ζσ  и )(3 ζf  интерполяцию:
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         (15)

После этого применяем к интегралу процедуру
понижения степени особенности интегрируемой
функции:
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и осуществим численное интегрирование первого
интеграла в правой части последнего выражения
по формуле Гаусса.

Во второй интеграл этого выражения подстав-
ляем  формулу для интерполяции (15) и после не-
которых преобразований получаем совокупность
табличных интегралов:
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Таким образом, мы свели все вычисления к нахо-
ждению сумм и совокупности аналитически бе-
рущихся интегралов.

ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННОГО
АЛГОРИТМА

В рассматриваемом случае аксиально-сим-
метричной геометрии мы так же, как и в случае
плоской геометрии, получили алгоритм вычисле-
ния, в котором имеется возможность выбирать
точность вычислений, задавая порядок интерполя-
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ции 1−iN . При этом повышение порядка интер-
поляции повышает точность вычислений.

Подчеркнем, что в данной работе использова-
лись два разных шаблона интерполяции: один 
с числом точек iN  для интерполяции ППЗ, он оп-
ределял степень гладкости подынтегральной
функции; второй  с числом точек N  для интер-
поляции функции )2(L . При этом считалось, что
функция )2(L  интерполировалась бесконечно точ-
но. На практике, однако, достаточно было, чтобы
выполнялось неравенство 2+≥ iNN .

В данной работе использовались термины
"близко" и "достаточно далеко" от элемента гра-
ницы, по которому идет интегрирование. Вполне
очевидно, и на практике подтвердилось, что фор-
мулы для близкого расположения точки наблюде-
ния от рассматриваемого отрезка границы спра-
ведливы и на значительном удалении. Однако эти
формулы и соответствующие им алгоритмы весь-
ма громоздки и требуют значительного времени
для своего выполнения. Поэтому, сравнивая ре-
зультаты применения тех и других формул, можно
найти расстояние, начиная с которого можно пе-
рейти к более простым формулам. Например, для

3=iN  это расстояние приблизительно равно
d2.0≈δ .

Приведенный в данной работе алгоритм был
реализован в виде программ, включенных в оче-
редную версию пакета прикладных программ
"Shift" [8].
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AN  ALGORITHM  FOR  HIGH-ACCURACY  CALCULATIONS
OF  AXIALLY-SYMMETRIC  ELECTROSTATIC  FIELDS

S. I. Shevchenko

Institute for Analytical Instrumentation RAS, Saint-Petersburg

The paper presents an algorithm which helps to achieve high accuracy in the calculation of axially-
symmetric electrostatic fields because the reasons leading to the loss of accuracy are taken into account. The
singularities of the surface charge density at the electrode ends and bends are ignored.


