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УДК 534.23

 Б. П. Шарфарец

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ  ПОЛЯ  ДАВЛЕНИЯ  ПРОТЯЖЕННОГО
ИСТОЧНИКА  В  ВИДЕ  ГЕОМЕТРООПТИЧЕСКОГО  РЯДА

В  ДВУМЕРНОМ  СЛУЧАЕ

Рассматривается асимптотическое решение двумерного неоднородного уравнения Гельмгольца в простран-
стве 2R  с переменным показателем преломления. Объемная плотность источника отлична от нуля в конеч-
ной области D . Показано, что это асимптотическое решение может быть представлено в виде геометрооп-
тического ряда. Приводятся алгоритмы расчета всех характеристик этого ряда.

ВВЕДЕНИЕ

Наиболее эффективным способом решения
краевых задач для стационарного уравнения Шре-
дингера (к ним относится и уравнение Гельмголь-
ца с переменным показателем преломления) явля-
ется метод канонического оператора (см., напри-
мер, [1] и другие работы В.П. Маслова). Отметим,
что решается в этих работах, как правило, одно-
родное уравнение с некими неоднородными крае-
выми условиями. Полученное таким образом ре-
шение называется формальным асимптотическим
(ФАР) либо квазиклассической асимптотикой.
В работе [2] и ряде других получено ФАР для
фундаментального решения (функции Грина)
уравнения Гельмгольца с переменным показате-
лем преломления в пространстве произвольной
размерности. В случае произвольной функции ис-
точника решение формально может быть получено
в виде свертки соответствующей функции Грина и
объемной плотности источника. При этом остается
открытым вопрос о возможности представления
полученного решения в виде геометрооптического
ряда. В работе [3] для уравнения Гельмгольца про-
извольной размерности с постоянным показателем
преломления этот вопрос решен положительно —
решение соответствующих краевых задач предста-
вимо в виде геометрооптического ряда.

В настоящей работе показана возможность
представления ФАР неоднородного двумерного
уравнения Гельмгольца с переменным показателем
преломления в виде геометрооптического ряда.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Поставим задачу математически:
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Здесь 22
2 // yx ∂∂+∂∂=∆ — оператор Лапласа;

),( yxu — поле звукового давления; k — волновое
число; ),( yxf — объемная плотность источника,
сосредоточенного в ограниченной области.

;supp fD =  ),( yxf  в общем случае может быть
обобщенной функцией, тогда речь идет об  обоб-
щенном решении.

Рассмотрим уравнение для фундаментального
решения уравнения Гельмгольца
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где δ — дельта-функция.
Получение ФАР задачи (4) основано на по-

строении лагранжева многообразия, ассоцииро-
ванного с нулевым уровнем гамильтониана

),(),( 222 yxnppH yx +−−=pr ,             (5)

соответствующего оператору [1, 2]

),(L 22
2 yxnk+∆= .

Лагранжево многообразие соткано из бихарак-
теристик, являющихся решениями системы Га-
мильтона
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Здесь ),( ϕt — координаты на лагранжевом много-
образии, ϕ — полярный угол на окружности на-

чальных импульсов ),( 00
22

0 yxn=p , ),( yx pp=p —
вектор импульсов. Сделаем допущение, что при

Dyx ∈),( 00  получающиеся лагранжевы многооб-
разия однозначно проектируются на ,2R  и лучи,
соединяющие точки 0r  и ,r  нигде не пересекают-
ся, т.е. лежат в неособой карте.

Известно [2], что в неособой карте ФАР задачи
(4) имеет вид
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Здесь )),(,( 0 ϕtS rr — эйконал по лучу, соединяю-
щему точки 0r  и r ; nϕ — амплитуды переноса
( 10 =ϕ , а остальные определяются рекурсией [2]);

),(/),,(),,J( 00 ϕϕ tDyxDt rr =  — якобиан перехода
от координат ),( yx  к координатам ),( ϕt . Неосо-
бость карты говорит о том, что по всей траектории
луча от 0r  до r  якобиан отличен от нуля.

ФАР NG  удовлетворяет уравнению
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Зная ,NG  решение уравнения (1) можно формаль-
но найти из следующей свертки
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где Nu  — ФАР уравнения (1) и удовлетворяет
уравнению )(),(L 1−−+−= N

N koyxfu , а  =β

)4/exp(
2

π
π
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Как видно из (9), ФАР Nu  не представлен в ви-
де геометрооптического ряда типа (7), для которо-
го характерны следующие признаки [1]: ряд дол-
жен иметь форму (7); эйконал, амплитуды перено-
са и якобиан должны соответствовать лагранжеву
многообразию, отвечающему системе Гамильтона
(6); амплитуда переноса нулевого приближения

0ϕ  должна сохранять постоянное значение на тра-
ектории луча, а остальные амплитуды переноса
находятся с помощью 0ϕ  из рекурсии.

Покажем, что при сделанных допущениях ФАР
Nu  допускает представление в виде геометрооп-

тического ряда.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ В КОНФОРМНОМ
ОТОБРАЖЕНИИИ

Для приведения Nu  к искомому виду проведем
конформное отображение в (1), перейдя от коор-
динат ( yx, ) к координатам ( 21,ξξ ). Пусть

21)( ξξω jzf +==  — конформное отображение
комплексной переменной jyxz += . Тогда лапла-
сиан преобразуется к виду [4, с. 334, 474]
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Здесь z  — сопряженная с z переменная.
С учетом этого (1) преобразуется к виду
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Согласно [4, с. 475],
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где 21 , hh — коэффициенты Ламе, которые равны
между собой для случая конформного отображе-
ния. Справедливо равенство [5]

.),(/),(),J( 212121 hhDyxD == ξξξξ

Здесь J — якобиан перехода ).,(),( 21 ξξ→yx  Сле-
довательно, .d/d),J( 2

21 ωξξ z=
Если потребовать выполнения условия для

конформного преобразования

),,(d/d 22 yxnz =ω                          (11)

а следовательно, 0d/d 2 >zω  (см. (3)), то (10)
преобразуется к виду (алгоритм восстановления
аналитической функции по ее модулю приведен
в приложении):
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Как видно из (12), получено неоднородное
уравнение Гельмгольца с постоянным показателем
преломления. Очевидно, что при таком преобразо-
вании лучи спрямляются, а волновые фронты,
перпендикулярные лучам, в случае точечного ис-
точника представляют собой окружности.

Введем обозначение
2/12

022
2

011 ))()(( ξξξξρ −+−= ,

где D∈),( 0201 ξξ , точка ),( 0201 ξξ  на плоскости ω
соответствует точке ),( 00 yx  на плоскости ,z  а
D — область на плоскости ,ω  соответствующая
области D  на плоскости .z  Согласно работе [3],
решение уравнения (12) может быть представлено
в виде следующего геометрооптического ряда
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Здесь ),( 'ϕρ  — полярные координаты на
ω -плоскости относительно точки ),( 0201 ξξ ;

)),(),,((),( 2121
' ξξξξϕρ yxuu = ; функция )( '

0 ϕD
определяется из выражения

ξϕ 2
00 d))(exp()J()()( îîîî −−= ∫ kjfD

D

.     (14)

В (14) ),( 21î ξξ= , ),(0 0201î ξξ= , =)(îf
)),(),,(( 2121 ξξξξ yxf= , ),( ψk=k . Высшие ам-

плитуды переноса определяются рекурсией [3]
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РЕШЕНИЕ ДЛЯ ЗАДАЧИ В ИСХОДНОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

Теперь, чтобы получить геометрооптическое
представление поля в исходном пространстве

),( yx , необходимо вернуться к нему в выражении
(13), произведя соответствующие замены пере-
менных. Однако проще это сделать, сравнивая
ФАР фундаментальных решений в обоих конфи-
гурационных пространствах, так как законы пре-

образований эйконалов и амплитуд переноса ос-
таются неизменными вследствие неизменности
уравнений эйконала и переноса для обоих конфи-
гурационных пространств.

Отметим, что при переходе от уравнения (1) к
уравнению (12) меняется не только конфигураци-
онное пространство (в случае (1) это плоскость

),( yx , в случае (11) это плоскость ),( 21 ξξ ), но
вследствие изменения гамильтониана меняется и
соответствующее лагранжево многообразие. Га-
мильтониан в случае уравнения (12) имеет вид

( ) 1, 22
21
+−−= ξξ ppH îp ,   ( )

21, ξξ pp=p .       (16)

Однако вследствие гладкой замены переменных, а
также неособости соответствующих карт существу-
ет взаимно однозначное соответствие (диффеомор-
физм) между точками соответствующих бихаракте-
ристик на обоих лагранжевых многообразиях.

Решение системы Гамильтона (6) для гамиль-
тониана (16) с начальным условием 00' îî ==t  дает

,4),(/),,(),,J( '''
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0 ttDDt == ϕξξϕ îî  ,2 't=ρ

.2),,( '''
0 ttS =ϕî  Здесь ),( '' tϕ  — координаты

на лагранжевом многообразии, соответст-
вующем гамильтониану (16). Поскольку пре-
образование ),(),( 21 ξξ→yx  конформно, то уг-
лы ϕ  на окружности начальных импульсов

),( 00
22

0
2
0 yxnpp yx =+  и углы 'ϕ  на окружности

начальных импульсов 122
0201
=+ ξξ pp  отличаются

на константу α : αϕϕ += ' . Примем для просто-
ты, что после соответствующего смещения имеет
место равенство 'ϕϕ = . Тогда в силу описанного
выше диффеоморфизма существует гладкая зави-
симость между параметрами t и 't  на соответст-
вующих бихарактеристиках.

Пусть имеет место зависимость ),(' tt ϕψ= .
Найдем ее. Выпишем выражение для фунда-
ментального решения в плоскости ω , т.е.
в (12) функция источника равна =),( yxf

)()( 00 yyxx −−−= δδ . Тогда, учитывая равенство
[4, с. 769]
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получаем уравнение для фундаментального решения
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которое известно [4]:
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или, если воспользоваться разложениями (13)–
(15), в геометрооптическом виде:
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где 10 =d , dn — амплитуды переноса.

Естественно, что (18) с точностью до константы
описывает асимптотику функции Ханкеля. Если
теперь в выражение (18) подставить соответствую-
щие значения ''' 4),,J( tt =ϕ0î , '2t=ρ , '2tS =  и
сравнить  его с эквивалентным ему выражением (7),
то получим следующие соотношения:
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С учетом (19) можно теперь записать решение
(13) в исходном пространстве ),( yx

,
)(

),,(

),,J(

)4/),,((exp(
2

),(

0

0
2/1

0

0 ∑
∞

=

Φ−
×

×−≈

n
n

n

jk
t

t

tkSj
k
jyxu

ϕ
ϕ

πϕ
π

r

r

r       (20)

где

,d))(exp()J()( 2
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а nD  и nΦ  связаны соотношением (19):
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ПРАКТИЧЕСКИЙ ПУТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Проведенные рассуждения показали, что ФАР
задачи (1) может быть представлено в виде гео-
метрооптического ряда, для чего, кроме обычных
характеристик ФАР, не зависящих от свойств ис-
точника (эйконал, фазовые траектории, якобиан),
необходимо вычислять значение амплитуды пере-
носа нулевого приближения (21), характеризую-
щей собственно свойства источника. Выражение
(21) необходимо вычислять в пространстве

),( 21 ξξ , для чего необходимо проводить соответ-
ствующее конформное преобразование, что не
всегда может быть удобным. Опишем, каким об-

разом эта трудность может быть преодолена.
Для этого выясним, чему в исходном пространстве

),( yx  соответствуют плоские волны
))(exp( 0îî−− kj  в пространстве ),( 21 ξξ .

Ключевым обстоятельством в этих рассужде-
ниях является тот факт, что если на пути фазовой
траектории гладко варьировать показатель пре-
ломления, то значение амплитуды переноса нуле-
вого приближения остается неизменным в отличие
от остальных характеристик ФАР, т.е. амплитуда
переноса нулевого приближения является неким
инвариантом ФАР, не реагирующим на гладкие
возмущения на пути фазовой траектории. Таким
образом, возникает возможность такого варьиро-
вания показателя преломления на пути фазовых
траекторий, которое максимально облегчает вы-
числение значений амплитуд переноса нулевого
приближения. Такой вариацией является глад
кое приведение показателя преломления к стацио-
нарному значению 1),( ≡yxn  за пределами

DDD ∂= ∪1 , а D∂  некая малая окрестность D .
Тогда плоская волна ))(exp( 0îî−− kj  в плоскости
ω  будет соответствовать плоской волне в дефор-
мированном описанным образом пространстве

),( yx , рефрагирующей на области 1D . Таким об-

разом, эйконал )( 0îî −
k
k  в области ω  преобра-

зуется к эйконалу ),()(),( 0 ϕϕϕ 0rrrr S,S,S −= .
Здесь )( ϕ,S r — значение эйконала в точке r  на
фазовой траектории, проходящей через точку 0r
при рассеянии плоской волны )exp( kxj− , прихо-
дящей из бесконечности с такого направления,
чтобы при рассеянии ее на области 1D  луч прошел
через точку 0r  под искомым углом ϕ . Тогда, если
вернуться в интеграле (14) к переменным ),( yx ,
получим:

yx,Sjkf

D

D
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ϕ
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После нахождения величины )(0 ϕΦ  можно
вернуться в первоначальное конфигурационное
пространство ),( yx  и воспользоваться выражени-
ем  (20) для нахождения ФАР уравнения (1).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе показана возможность
представления ФАР задачи (1) для распределенно-
го источника в виде геометрооптического ряда,
"привязанного" к точке 0r .
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При выборе точки D∈0r  был допущен произ-
вол, поэтому при таком выборе необходимо исхо-
дить из некоего критерия, например минимизации
невязки между усеченным рядом ФАР (20) и точ-
ным решением задачи (1). Впрочем, это представ-
ляет собой тему для отдельной публикации.

Приложение
Пусть задан модуль аналитической функции
)(zf : )(),( zfyx =ρ . Необходимо восстановить

по модулю функцию )(zf . Запишем )(zf  в пока-
зательной форме: )),(exp(),()( yxjyxzf θρ= . То-
гда действительная и мнимая составляющие вы-
ражаются в виде

)).,((sin),(),(
)),,((cos),(),(

yxyxyxv
yxyxyxu

θρ
θρ

=
=

          (П1)

Запишем для этих функций условия Коши—
Римана:

yvxu ∂∂=∂∂ // ;      xvyu ∂−∂=∂∂ // .        (П2)

После подстановки (П1) в (П2) приходим к
следующим равенствам:

.cossinsincos

,cossinsincos

θθρθρθθρθρ

θθρθρθθρθρ

xxyy

yyxx

∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂−

∂
∂

 (П3)

Выражая в (П3) θtg  получаем

)( ''

''

''

''

yx

xy

xy

yx

ρθρ
ρθρ

ρθρ
ρθρ

−−

+
=

+

−
,

или
2''2' )()( xy

i
yx ρθρρθρ +=−− .            (П4)

В (П4) равенство может быть удовлетворено
только при равенстве нулю обеих частей вследствие

того, что в нем фигурируют только действитель-
ные функции. Отсюда получаем выражения для
вычисления θ :

xy ∂
∂=

∂
∂ ρ

ρ
θ 1 ,      

yx ∂
∂−=

∂
∂ ρ

ρ
θ 1 .

Окончательно для θ  имеем

∫∫ 





∂
∂+

∂
∂−=





∂
∂+

∂
∂= .d1d1dd y

x
x

y
y

y
x

x
ρ

ρ
ρ

ρ
θθθ

Таким образом, однозначно восстановлена ис-
ходная аналитическая функция

)),(exp(),()( yxjyxzf θρ= .
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REPRESENTATION  OF  THE  PRESSURE  FIELD
OF  AN  EXTENDED  SOURCE  AS  A  GEOMETRIC-OPTICAL  SERIES

IN  THE  TWO-DIMENSIONAL  CASE
B. P. Sharfarets

Saint-Petersburg

The asymptotical solution of two-dimensional nonuniform Helmholtz’ equation in 2R  space with a variable
refraction index is considered. Volumetric density of a source is different from zero in a finite region D . It is
shown that this asymptotical solution can be represented as a geometric-optical series. The algorithms for cal-
culation of all characteristics of this series are given.


